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Exer
i
e 2 5 points

Partie A

On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur ]0 ; +∞[ par f(x) = ax+ b ln(x) + 1 où a et b sont deux réels.

Cf est la représentation graphique de la fon
tion f dans un repère orthonormé.

Les points A et E sont deux points de la 
ourbe Cf .

Le point A a pour 
oordonnées (1 ; 2) et le point E a pour abs
isse 4.

La tangente à Cf au point E est horizontale.

1. D'après le graphique, on voit que f(1) = 2.

Comme la tangente à Cf au point E d'abs
isse 4 est horizontale, on peut dire que f ′(4) = 0.

2. La fon
tion f est dérivable sur ]0 ; +∞[ et f ′(x) = a +
b

x

3. f(x) = ax+ b ln(x) + 1

f(1) = 2 ⇐⇒ a+ b ln(1) + 1 = 2 ⇐⇒ a = 1

f ′(x) = a +
b

x
et a = 1 don
 f ′(x) = 1 +

b

x
; f ′(4) = 0 ⇐⇒ 1 +

b

4
= 0 ⇐⇒ b = −4

On a a = 1 et b = −4 don
 f(x) = x− 4 ln(x) + 1.

Partie B

Soit la fon
tion f dé�nie sur ]0 ; +∞[ par : f(x) = x− 4 ln(x) + 1.

1. lim
x→0

ln(x) = −∞ =⇒ lim
x→0

−4 ln(x) = +∞

lim
x→0

x = 0 =⇒ lim
x→0

x+ 1 = 1

}

=⇒ lim
x→0

f(x) = +∞

On peut en déduire que la droite d'équation x = 0 est asymptote verti
ale à la 
ourbe Cf .

2. Pour tout x > 0 : f(x) = x

(

1− 4
ln(x)

x

)

+ 1.



On sait que lim
x→+∞

ln(x)

x
= 0 don
 lim

x→+∞

(

1− 4
ln(x)

x

)

= 1 et don
 lim
x→+∞

x

(

1− 4
ln(x)

x

)

= +∞

On en déduit que lim
x→+∞

f(x) = +∞

3. La fon
tion f est dérivable sur ]0 ; +∞[ et f ′(x) = 1−
4

x
.

On résout dans l'intervalle ]0 ; +∞[ l'inéquation f ′(x) > 0.

f ′(x) > 0 ⇐⇒ 1−
4

x
> 0 ⇐⇒

x− 4

x
> 0 ⇐⇒ x > 4 puisque x > 0.

On 
al
ule la valeur du minimum : f(4) = 4− 4 ln(4) + 1 = 5− 4 ln(4) ≈ −0, 55.

D'où le tableau de variations de la fon
tion f sur ]0 ; +∞[ :

x 0 4 +∞

f ′(x) −−− 0 +++

+∞ +∞

f(x)

5− 4 ln(4)

Partie C

Une entreprise fabrique des piè
es de 
arrosserie de voiture.

La forme d'une piè
e est donnée sur la �gure 
i-
ontre et 
orrespond à la

zone ha
hurée sur le graphique pré
édent.

On souhaite déterminer la mesure de l'aire de la piè
e en unité d'aire.

Le point D est le point de la 
ourbe Cf d'abs
isse 2.

Les points B et C ont pour 
oordonnées respe
tives (1 ; 0) et (2 ; 0).

A

B C

D

Soit la fon
tion G dé�nie sur ]0 ; +∞[ par G(x) = x ln(x)− x.

1. G′(x) = 1× ln(x) + x×
1

x
− 1 = ln(x)

Don
 la fon
tion G est une primitive de la fon
tion ln sur ]0 ; +∞[.

2. La fon
tion x 7−→ x + 1 a pour primitive x 7−→
x2

2
+ x don
 la fon
tion F dé�nie sur ]0 ; +∞[ par

F (x) =
x2

2
+ x− 4G(x) est une primitive de la fon
tion f .

F (x) =
x2

2
+ x− 4(x ln(x)− x) =

x2

2
+ x− 4x ln(x) + 4x =

x2

2
+ 5x− 4x ln(x)

3. L'aire de la plaque est l'aire du domaine délimité par l'axe des abs
isses, la 
ourbe Cf et les droites

d'équations x = 1 et x = 2.

Comme la fon
tion f est positive sur [1 ; 2], 
ette aire est égale à l'intégrale : I =

∫

2

1

f(t)t
.

I =

∫

2

1

f(t)t
.

= F (2) − F (1) =

(

4

2
+ 10− 8 ln(2)

)

−

(

1

2
+ 5− 4 ln(1)

)

= 12 − 8 ln(2) −
11

2
=

13

2
− 8 ln(2)

≈ 0, 95 unité d'aire.
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