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Définition et théorémes
Détermination des primitives d’une fonction
Primitives des fonctions usuelles

Primitive

Grande découverte cette année en Terminale, les primitives et
les intégrales de fonctions | Jusqu’a présent vous saviez
calculer la dérivée d’une fonction, a présent vous allez devoir
trouver sa primitive, c’est a dire faire le travail inverse.
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les intégrales de fonctions | Jusqu’a présent vous saviez
calculer la dérivée d’une fonction, a présent vous allez devoir
trouver sa primitive, c’est a dire faire le travail inverse.
Connaissant une fonction f, on voudra déterminer une fonction
F telle que la dérivée de F : F’ soit égale a f. C'est a dire

F' =f.
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Existe t-il une primitive pour n’importe qu’elle fonction ?
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Grande découverte cette année en Terminale, les primitives et
les intégrales de fonctions | Jusqu’a présent vous saviez
calculer la dérivée d’une fonction, a présent vous allez devoir
trouver sa primitive, c’est a dire faire le travail inverse.
Connaissant une fonction f, on voudra déterminer une fonction
F telle que la dérivée de F : F’ soit égale a f. C'est a dire

F' =f.

Existe t-il une primitive pour n’importe qu’elle fonction ? Est-ce
simple de les déterminer ? A quoi cela peut-il servir ?

On répondra a toutes ces questions dans ce chapitre !
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—~ Théoréme

Soit f une fonction continue et positive sur [a; b]; la fonc-
X
tion F définie sur [a; b] par F(x) = / f(dt ......
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| De plus F(a) = 0.
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Démonstration dans le cas ou f est croissante
Pourtoutx € [a;b]eth>0, ...t
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Démonstration dans le cas ou f est croissante

Pour tout x € [a; b] et h > 0, F(x / f(t)dt et

F(x + h) = / ot
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Démonstration dans le cas ou f est croissante

X
Pour tout x € [a;b] et h > 0, F(x) = / f(t)dt et
X+h a
F(x + h) = / f(t)dt.

Or F(x + h) = F(x) = /

X

it - /X f(t)dt
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Démonstration dans le cas ou f est croissante

X
Pour tout x € [a;b] et h > 0, F(x) = / f(t)dt et
a

F(x + h) = / iyt

OrF(x+h)—aF(x):/ +hf(t)dt—/x f(t)dt
:/X+hf(t)dt+/af(t)dt:/X+hf(t)dt

X
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Démonstration dans le cas ou f est croissante

X
Pour tout x € [a;b] et h > 0, F(x) = / f(t)dt et
a

F(x +h) = / vt

OrF(x+h)—aF(x):/aXJrhf(t)dt—/aX F(t)dt
:/X+hf(t)dt+/af(t)dt:/X+hf(t)dt

Ainsi F(x + h) — F(x) est l'aire de la surface limitée par la
courbe C, 'axe des abscisses et les droites verticales passant
par les points d’abscisses x et x + h.
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On sait que f est croissante sur [a, b].
ONadONC ..
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On sait que f est croissante sur [a, b].
On a donc hf(x) < F(x + h) — F(x) < hf(x + h), ce qui
F h)—F
e+ ) ) < f(x + h).

entraine que f(x) < b
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d’aprés le théoréme des gendarmes,
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Soit f une fonction continue sur un intervalle /.

On dit qu’une fonction F est une primitive de la fonction f
sur [ si
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Liens Prim Intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle /.

On dit qu’une fonction F est une primitive de la fonction f

sur / si la fonction F est dérivable sur / et a pour dérivée
la fonction f.



Liens Primitives

Soit f une fonction continue sur un intervalle /.
On dit qu’une fonction F est une primitive de la fonction f

sur / si la fonction F est dérivable sur / et a pour dérivée
la fonction f.
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Liens Primitives

Soit f une fonction continue sur un intervalle /.
On dit qu’une fonction F est une primitive de la fonction f

sur / si la fonction F est dérivable sur / et a pour dérivée
la fonction f.

" F est une primitive de f sur /" a le méme sens que " f est la
fonction dérivée de F sur /"
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Primitive

o f(x) = 2 a pour primitive F(x) =
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o f(x)=2 a pour primitive F(x) = 2x surR.

0 g(x) = \/, a pour primitive G(x) = ......... surR.
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o f(x)=2 a pour primitive F(x) = 2x surR.

0 g(x) = \/, a pour primitive G(x) = v/x surR.
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Primitive

Théoréeme

Toute fonction continue sur un intervalle / admet des pri-
mitives sur cet intervalle.
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Théoréeme

Toute fonction continue sur un intervalle / admet des pri-
mitives sur cet intervalle.

Démonstration dans le cas ou / = [a; b].
Sifestpositive, ...

A. OLLIVIER



Théoréeme

Toute fonction continue sur un intervalle / admet des pri-
mitives sur cet intervalle.

Démonstration dans le cas ou / = [a; b].
Si f est positive, on a vu que la fonction F définie par

X
F(x) = / f(t)dt est une primitive de f puisque F'(x) = f(x).
a
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Théoréeme

Toute fonction continue sur un intervalle / admet des pri-
mitives sur cet intervalle.

Démonstration dans le cas ou / = [a; b].
Si f est positive, on a vu que la fonction F définie par

X
F(x) = / f(t)dt est une primitive de f puisque F'(x) = f(x).
a

Sinon, on admet que f a un mininum m sur [a; b] et on défini
une fonction g sur [a; b], par g(x) = f(x) — m;
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Théoréme

Toute fonction continue sur un intervalle / admet des pri-
mitives sur cet intervalle.

Démonstration dans le cas ou / = [a; b].
Si f est positive, on a vu que la fonction F définie par

X

F(x) = / f(t)dt est une primitive de f puisque F'(x) = f(x).
a

Sinon, on admet que f a un mininum m sur [a; b] et on défini

une fonction g sur [a; b], par g(x) = f(x) — m;
g est continue et positive sur [a; b], donc admet une primitive G
X

définie par G(x) = / g(t)dt. Alors la fonction F définie par

F(x) = G(x) + mx 'e%t une primitive de f sur [a; b].
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Primitives des fonctions usuelles

Théoréeme

Si la fonction F est une primitive de la fonction f sur /,
alors la fonction G définie sur I par G(x) = F(x) + c ou
c est un nombre réel quelconque, est aussi une primitive
de f sur /.
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Liens Prim Intégrale

Théoréeme

Si la fonction F est une primitive de la fonction f sur /,
alors la fonction G définie sur I par G(x) = F(x) + ¢ ou
c est un nombre réel quelconque, est aussi une primitive
de f sur /.
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Liens Primitives Intégrale

Théoréeme

Si la fonction F est une primitive de la fonction f sur /,
alors la fonction G définie sur I par G(x) = F(x) + ¢ ou
c est un nombre réel quelconque, est aussi une primitive
de f sur /.

Toutes les primitives de f sur I sont les fonctions G définies
sur | par G(x) = F(x) + c ou ¢ est un nombre réel quelconque.
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Théoréeme

Soit f une fonction continue sur un intervalle /, xp un réel
appartenant a / et yp un réel donné quelconque;......
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existe une fonction F unique, primitive de f sur /, telle que

F(x0) = Yo-
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Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle /, xo un réel
appartenant a / et yp un réel donné quelconque; alors il
existe une fonction F unique, primitive de f sur /, telle que

F(x0) = ¥o-
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Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle /, xo un réel
appartenant a / et yp un réel donné quelconque; alors il
existe une fonction F unique, primitive de f sur /, telle que

F(x0) = ¥o-

Démonstration
Si G est une primitive quelconque, alors toutes les primitives de
f sont les fonctions F définiessur /par.....................
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Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle /, xo un réel
appartenant a / et yp un réel donné quelconque; alors il
existe une fonction F unique, primitive de f sur /, telle que

F(x0) = ¥o-

Démonstration

Si G est une primitive quelconque, alors toutes les primitives de
f sont les fonctions F définies sur / par F(x) = G(x) + c; la
condition F(xg) = yo implique ¢ = yp — G(xo) et c est unique.
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Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle /, xo un réel
appartenant a / et yp un réel donné quelconque; alors il
existe une fonction F unique, primitive de f sur /, telle que

F(x0) = ¥o-

Démonstration

Si G est une primitive quelconque, alors toutes les primitives de

f sont les fonctions F définies sur / par F(x) = G(x) + c; la

condition F(xg) = yo implique ¢ = yp — G(xo) et c est unique.

En particulier, si | = [a; b] et si F est la fonction définie sur [a; b]
X

par F(x) :/ f(hdtalors ...
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Soit f une fonction continue sur un intervalle /, xo un réel
appartenant a / et yp un réel donné quelconque; alors il
existe une fonction F unique, primitive de f sur /, telle que

F(x0) = ¥o-

Démonstration

Si G est une primitive quelconque, alors toutes les primitives de
f sont les fonctions F définies sur / par F(x) = G(x) + c; la
condition F(xg) = yo implique ¢ = yp — G(xo) et c est unique.
En particulier si | = [a; b] et si F est la fonction définie sur [a; b]
par F(x / f(t)dt alors F est I'unique primitive de f qui

s’annule en a.
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Soit f une fonction continue sur un intervalle /, xo un réel
appartenant a / et yp un réel donné quelconque; alors il
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F(x0) = ¥o-

Démonstration

Si G est une primitive quelconque, alors toutes les primitives de
f sont les fonctions F définies sur / par F(x) = G(x) + c; la
condition F(xg) = yo implique ¢ = yp — G(xo) et c est unique.
En particulier si | = [a; b] et si F est la fonction définie sur [a; b]
par F(x / f(t)dt alors F est I'unique primitive de f qui

s’annule en a.
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Définition et théoréemes
Détermination des primitives d’une fonction
Primitives des fonctions usuelles

Primitive

Détermination des primitives d’'une fonction

On cherche dans le tableau des dérivées usuelles en le lisant
de droite a gauche et on utilise les résultats suivants :
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Détermination des primitives d’'une fonction

On cherche dans le tableau des dérivées usuelles en le lisant
de droite a gauche et on utilise les résultats suivants :

e si F est une primitive de f sur / et si G est une primitive de g
sur [ alors F + G est une primitive de f + g sur /.
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Détermination des primitives d’'une fonction

On cherche dans le tableau des dérivées usuelles en le lisant
de droite a gauche et on utilise les résultats suivants :

e si F est une primitive de f sur / et si G est une primitive de g
sur [ alors F + G est une primitive de f + g sur /.

e si F est une primitive de f sur / et si k est un nombre réel
quelconque alors kF est une primitive de kf sur |.
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Primitive

Liens Prim Intégrale

Pour chacune des fonctions f suivantes, la fonction F est une
primitive de f sur l'intervalle / donné :

Fonction f Intervalle / Primitive F

f(x)y=a,acR I=R
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Liens Primitiv

Pour chacune des fonctions f suivantes, la fonction F est une
primitive de f sur l'intervalle / donné :

Fonction f Intervalle / Primitive F
f(x)y=a,acR I=R F(x) = ax
f(x)=x",neN" I=R
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Liens Primitives Intégrale

Pour chacune des fonctions f suivantes, la fonction F est une
primitive de f sur l'intervalle / donné :

Fonction f Intervalle / Primitive F
f(x)y=a,acR I=R F(x) = ax
f(x) =x", neN* I=R F(X)znjq)(”+1

1
f(X):? ] —o00;0[ ou ]O: +o0f
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Liens Primitives Intégrale

Pour chacune des fonctions f suivantes, la fonction F est une
primitive de f sur l'intervalle / donné :

Fonction f Intervalle / Primitive F
f(x)=a,acRr =R F(x) = ax
f(X):Xn,HEN* | =R F(X):nl1xn+1

1 1

f(X):g ] —o00;0[ ou ]O: +o0f F(x):_}

f(x):\/—} I =]0: +o0]
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Liens Primitives Intégrale

Pour chacune des fonctions f suivantes, la fonction F est une
primitive de f sur l'intervalle / donné :

Fonction f Intervalle / Primitive F
f(x)=a,acRr =R F(x) = ax
f(x)=x",neN* |=R F(X):nl1xn+1

1 1

f(X):g ] —o00;0[ ou ]O: +o0f F(x):_}

f(x):\/—} I =]0 : +oof F(x) = 2vx
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Primitives des fonctions usuelles
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Liens Primitives Intégrale
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Liens Primitives Intégrale
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f(x) =¢e* I=R F(x) =¢e* ‘
f(x) = % I=]0:4oc0[| F(x)=Inx ‘
f(x) = cos x =R
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Liens Primitives Intégrale

f(x) =¢e* I=R F(x) =¢e*

f(x) = % I=]0:+oo[| F(x)=Inx
f(x) = cos x =R F(x) =sinx
f(x) =sinx =R
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Liens Primitives Intégrale

f(x) =¢e* I=R F(x) =¢e*

f(x) = % I=]0:+oo[| F(x)=Inx
f(x) = cos x =R F(x) =sinx
f(x) =sinx =R F(x) = —cosx
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Primitive

Liens Prim Intégrale
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Fonction f Intervalle / Primitive F

f(x) = cos(ax + b),a+# 0 =R
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Fonctions composées : on suppose que u est une fonction
dérivable sur un intervalle J, dérivable et strictement positive
sur un intervalle K.

Fonction f Intervalle / Primitive F

f(x) = cos(ax + b),a#0 I=R F(x) = ;sin(ax + b)

f(x) =sin(ax+b),a#0 =R F(X):—%cos(ax—kb)

f=u xu",neN* I=J
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Fonctions composées : on suppose que u est une fonction
dérivable sur un intervalle J, dérivable et strictement positive
sur un intervalle K.

Fonction f Intervalle / Primitive F
f(x) =cos(ax + b),a#0 =R F(x) = lasin(ax—l—b)
f(X):Sin(aX—Fb),a#O |=R F(X):—%COS(aX—Fb)
f=U xu",neN* |=J (x) = 1 n+1
n+1
u/
Vu
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Fonctions composées : on suppose que u est une fonction
dérivable sur un intervalle J, dérivable et strictement positive

sur un intervalle K.

A. OLLIVIER

Fonction f Intervalle / Primitive F
f(x) =cos(ax + b),a#0 =R F(x) = lasin(ax—l—b)
f(X):Sin(aX+b),a7éO |=R F(X):—%COS(aX—Fb)

f=U xu",neN* |=J F(x) = 1 n+1
. n+1
u
= ﬁ =K F(X) = 2\/E
f=ue" =J F(x) =
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Fonctions composées : on suppose que u est une fonction
dérivable sur un intervalle J, dérivable et strictement positive

sur un intervalle K.
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Fonction f Intervalle / Primitive F
f(x) = cos(ax + b),a#0 I=R F(x) = ésin(ax+b)
f(X):Sin(aX+b),a7éO |=R F(X):—%COS(aX—Fb)
f=U xu",neN* |=J F(x) = 1 n+1
. n+1
u
= /=K F(x) = 2Vu
f=ue I=J F(x) =e"
u/
u
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Fonctions composées : on suppose que u est une fonction
dérivable sur un intervalle J, dérivable et strictement positive

sur un intervalle K.

Fonction f Intervalle / Primitive F
f(x) = cos(@x +b),a#0| I=% | F(x) = sin(ax+b)
f(x) =sin(ax+b),a#0 I=R F(X):—%cos(ax—kb)
f=u xu",neN* I=J F(X):n41-1 n-+1
f= L/ I=K F(x) =2Vu
f:u’eL‘I’ I=J F(x) =e"
fz%/ =K F(x)=Inu
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— Propriété
Soit f une fonction continue et positive sur [a; b] et F une
primitive de f sur [a; b].

Alors lintégrale de a a b de la fonction f est égale au
nombre F(b) — F(a).
On note :

/  Hx0dx = F(b) — F(a)
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On sait que f admet des primitives sur [a; b], par exemple la
fonction G définie par G(x / f(t)dt.
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Démonstration
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X

fonction G définie par G(x) = / f(t)dt.
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Démonstration
On sait que f admet des primitives sur [a; b], par exemple la
X

fonction G définie par G(x) = / f(t)dt.

a

b
G(b) = / f(t)dt et G(a) =0 donc on a bien
a
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Démonstration
On sait que f admet des primitives sur [a; b], par exemple la
X

fonction G définie par G(x) = / f(t)dt.

a
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Démonstration

On sait que f admet des primitives sur [a; b], par exemple la
X
fonction G définie par G(x) = / f(t)dt.

a

/ f(t)dt et G(a) =0 donc on a bien

a)/f

Il reste a démontrer que l'intégrale de f ne dépend pas du choix
de la primitive :
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Démonstration

On sait que f admet des primitives sur [a; b], par exemple la
X

fonction G définie par G(x) — / f(t)dt.

a

b
G(b) = / f(t)dt et G(a) =0 donc on a bien
a

am—amzéﬁmm

Il reste a démontrer que l'intégrale de f ne dépend pas du choix
de la primitive :

si F une primitive quelconque de f, alors F(x) = G(x) + ¢ et
on vérifie alors que F(b) — F(a) = G(b) — G(a).
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On généralise la notion d’intégrale :

Soit f une fonction continue sur un intervalle /, a et b deux

réels quelconques de / et F une primitive de f sur /.

On appelle intégrale entre a a b de la fonction f le nombre
F(b) — F(a).
On note :

/ ’ fo0dx = F(b) — F(a)
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X

Pour x > 0, ?dt:InX—|n1:InX
1
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[F()]5 =
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[F(x)]2 = F(b) — F(a)
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D

[F(x)]2 = F(b) — F(a)

Conséquence

On peut donc réécrire la définition de cette fagon :

[ 1905 = (FO12 = Fib) - Fe@

A. OLLIVIER Cours de terminale S Intégrales et primitives
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Remarque

Toutes les propriétés vues sur les intégrales (dans un chapitre
précédent : linéarité, relation de Chasles, inégalités, bornes)
peuvent se démontrer avec la définition vue plus haut.

A. OLLIVIER Cours de terminale S Intégrales et primitives
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