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Exerie 1

Exerie 2

Exerie 3

1) f (x) = sin(2x)(1 + cos x)

Montrer que f est impaire et périodique

f (−x) = sin(−2x)(1+ cos(−x))
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Montrer que f est impaire et périodique

f (−x) = sin(−2x)(1+ cos(−x))

= − sin(2x)(1+ cos(−x)) ar la fontion sin est impaire

= − sin(2x)(1+ cos(x)) ar la fontion os est impaire

= −f (x)

Ainsi f est impaire.

f (x + 2π) = sin(2(x + 2π))(1+ cos(x + 2π))
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2)f (x) = sin(2x)(1 + cos x)

Caluler la dérivée de f sur [0, π]

f = uv =⇒ f

′ =
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2)f (x) = sin(2x)(1 + cos x)

Caluler la dérivée de f sur [0, π]

f = uv =⇒ f

′ = u

′
v + uv

′
ave

{

u(x) = sin(2x)

v(x) = 1+ cos x
=⇒

{

u

′(x) = 2 cos(2x)

v

′(x) = − sin x

f
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2)f (x) = sin(2x)(1 + cos x)

Caluler la dérivée de f sur [0, π]

f = uv =⇒ f

′ = u

′
v + uv

′
ave

{

u(x) = sin(2x)

v(x) = 1+ cos x
=⇒

{

u

′(x) = 2 cos(2x)
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2)f (x) = sin(2x)(1 + cos x)

Caluler la dérivée de f sur [0, π]

f = uv =⇒ f

′ = u

′
v + uv

′
ave

{

u(x) = sin(2x)

v(x) = 1+ cos x
=⇒

{

u

′(x) = 2 cos(2x)

v

′(x) = − sin x

f

′(x) = 2 cos(2x)(1+ cos x) + sin(2x)× (− sin x) =
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Exerie 1

Exerie 2

Exerie 3

Soit a un nombre réel tel que −1 < a < 0.

On onsidère la suite u dé�nie par u

0

= a, et pour tout

entier naturel n,

u

n+1

= u

2

n

+ u

n

.

1) Étudier la monotonie de la suite u.
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Soit a un nombre réel tel que −1 < a < 0.

On onsidère la suite u dé�nie par u

0

= a, et pour tout

entier naturel n,

u

n+1

= u

2

n

+ u

n

.

1) Étudier la monotonie de la suite u.

u

n+1

− u

n

= u

2

n

> 0 : la suite est don roissante.
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Exerie 1

Exerie 2

Exerie 3

2) a)Soit h la fontion dé�nie sur R par h(x) = x

2 + x.

Étudier le sens de variations de la fontion h.

En déduire que pour tout x appartenant à l'intervalle

]− 1 ; 0[, le nombre h(x) appartient aussi à l'intervalle

]− 1 ; 0[.
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2) a)Soit h la fontion dé�nie sur R par h(x) = x

2 + x.

Étudier le sens de variations de la fontion h.

En déduire que pour tout x appartenant à l'intervalle

]− 1 ; 0[, le nombre h(x) appartient aussi à l'intervalle
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h(x) = x

2 + x ; h est dérivable et h

′(x) = 2x + 1.
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−∞ ; −1
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Sur

]

−1 ; −1

2

[

la fontion déroit de 0 à −1

4
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Sur

]

−1 ; −1

2

[

la fontion déroit de 0 à −1

4

et sur

]

−1

2

; 0

[

, la fontion roit de −1

4

à 0.

Conlusion : si x ∈]− 1 ; 0[, alors −1 < −1

4

< h(x) < 0.
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< 0.
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n

∈ [−1 ; 0[, alors
u

n+1

= h (u
n

) appartient elle aussi à et intervalle.
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∈ [−1 ; 0[, alors
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= h (u
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) appartient elle aussi à et intervalle.
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2. b) Démontrer que pour tout entier naturel n on a :

−1 < u

n

< 0.

Par réurrene :

Initialisation : on a −1 < a = u

0

< 0. L'enadrement est

vrai au rang 0.

Hérédité : soit un naturel n et supposons que

−1 < u

n

< 0.

D'après la question préédente si u

n

∈ [−1 ; 0[, alors
u

n+1

= h (u
n

) appartient elle aussi à et intervalle.

L'enadrement est vrai au rang n + 1.

Conlusion : l'enadrement est vrai au rang 0 et s'il est vrai au

rang n, il est vrai au rang n + 1 : on a montré par le prinipe

de la réurrene que pour tout naturel n, −1 < u

n

< 0.
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Exerie 2

Exerie 3

Étudier la onvergene de la suite u. Déterminer, si

elle existe, sa limite.
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Étudier la onvergene de la suite u. Déterminer, si

elle existe, sa limite.

La suite u est roissante et majorée par 0 : elle est don

onvergente et sa limite ℓ est telle que ℓ 6 0.

La relation u

n+1

= u

2

n

+ u

n

donne à la limite

ℓ = ℓ2 + ℓ ⇐⇒ ℓ2 = 0 ⇐⇒ ℓ = 0.

Conlusion : lim
n→+∞

u

n

= 0.
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Exerie 2
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I. 1. Démontrer qu'un nombre omplexe z est

imaginaire pur si et seulement si z = −z .

On pose z = x + i y ave x et y réels.
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I. 2. Démontrer que pour tout nombre omplexe z ,

on a l'égalité : zz = |z |2.

Par dé�nition, |z | =
√

x

2 + y

2
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II. On pose : a = 3 + i, b = −1 + 3i,

 = −
√
5− i

√
5.

1. Véri�er que O est le entre du erle ironsrit

au triangle ABC.

OA = |a| =
√
3

2 + 1

2 =
√
10
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II. On pose : a = 3 + i, b = −1 + 3i,

 = −
√
5− i

√
5.

1. Véri�er que O est le entre du erle ironsrit

au triangle ABC.

OA = |a| =
√
3

2 + 1

2 =
√
10

OB = |b| =
√

(−1)2 + 3

2 =
√
10

OC = || =
√
5+ 5 =

√
10.

Don OA = OB = OC e qui signi�e que O est le entre du

erle ironsrit au triangle ABC .
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II. 2. Plaer les points A, B, C et le point H d'a�xe

a + b + , puis véri�er graphiquement que le point H

est l'orthoentre du triangle ABC.
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tient au erle de entre O,
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d'équation réduite y = x .

12 Mathématiques Term S Corretion DS 4



Exerie 1

Exerie 2

Exerie 3

II. 2. Plaer les points A, B, C et le point H d'a�xe

a + b + , puis véri�er graphiquement que le point H

est l'orthoentre du triangle ABC.

Le point H a pour a�xe h =
(2−

√
5) + (4−

√
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Les points A et B se plaent

aisément. Le point C appar-

tient au erle de entre O,

de rayon OA et à la droite

d'équation réduite y = x .

Pour plaer le point H, on

utilise la alulatrie et on

obtient

h ≈ −0, 24+ i × 1, 76.
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On � voit � que H est l'orthoentre de ABC
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III. 1. Justi�er le fait que O est le entre du erle

ironsrit au triangle ABC si et seulement si :

aā = bb̄ = ̄

O est le entre du erle ironsrit au triangle ABC
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III. 1. Justi�er le fait que O est le entre du erle

ironsrit au triangle ABC si et seulement si :

aā = bb̄ = ̄

O est le entre du erle ironsrit au triangle ABC

ssi OA = OB = OC ssi OA

2 = OB

2 = OC

2

ssi |a|2 = |b|2 = ||2
ssi a a = b b =   (d'après le résultat établi en I-3.)

13 Mathématiques Term S Corretion DS 4



Exerie 1
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Exerie 3

2. On pose w = b̄ − b̄

a. En utilisant la aratérisation d'un nombre

imaginaire pur établie dans le I., démontrer que w

est imaginaire pur.

En utilisant les propriétés de la onjugaison (pour tous

omplexes z et z

′
, z − z

′ = z − z

′ ; zz

′ = z z

′
et

z = z), on obtient :
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2. On pose w = b̄ − b̄

a. En utilisant la aratérisation d'un nombre

imaginaire pur établie dans le I., démontrer que w

est imaginaire pur.

En utilisant les propriétés de la onjugaison (pour tous

omplexes z et z

′
, z − z

′ = z − z

′ ; zz

′ = z z

′
et

z = z), on obtient :

w = b  − b  = b −b  = b −b  = − (b −b ) = −w

On en déduit que w est imaginaire pur.
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Exerie 1

Exerie 2

Exerie 3

2. b. Véri�er l'égalité : (b + )
(

b̄ − ̄

)

= w et

justi�er que :

b + 

b − 

=
w

|b −  |2 .

• (b + )
(

b − 

)

=
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15 Mathématiques Term S Corretion DS 4



Exerie 1

Exerie 2

Exerie 3

2. b. Véri�er l'égalité : (b + )
(

b̄ − ̄

)

= w et

justi�er que :

b + 

b − 

=
w

|b −  |2 .

• (b + )
(

b − 

)

= bb − b + b −  =
(

bb − 

)

+
(

b − b

)

.

Or bb =  d'après III-1. Don

(b + )
(

b − 

)

= b  − b  =

15 Mathématiques Term S Corretion DS 4



Exerie 1

Exerie 2

Exerie 3

2. b. Véri�er l'égalité : (b + )
(

b̄ − ̄

)

= w et

justi�er que :

b + 

b − 

=
w

|b −  |2 .

• (b + )
(

b − 

)

= bb − b + b −  =
(

bb − 

)

+
(

b − b

)

.

Or bb =  d'après III-1. Don

(b + )
(

b − 

)

= b  − b  = w .

• w

|b − |2 =

15 Mathématiques Term S Corretion DS 4



Exerie 1

Exerie 2

Exerie 3

2. b. Véri�er l'égalité : (b + )
(

b̄ − ̄

)

= w et

justi�er que :

b + 

b − 

=
w

|b −  |2 .

• (b + )
(

b − 

)

= bb − b + b −  =
(

bb − 

)

+
(

b − b

)

.

Or bb =  d'après III-1. Don

(b + )
(

b − 

)

= b  − b  = w .

• w

|b − |2 =
(b + )

(

b − 

)

(b − )
(

b − 

) =

15 Mathématiques Term S Corretion DS 4



Exerie 1

Exerie 2

Exerie 3

2. b. Véri�er l'égalité : (b + )
(

b̄ − ̄

)

= w et

justi�er que :

b + 

b − 

=
w

|b −  |2 .

• (b + )
(

b − 

)

= bb − b + b −  =
(

bb − 

)

+
(

b − b

)

.

Or bb =  d'après III-1. Don

(b + )
(

b − 

)

= b  − b  = w .

• w

|b − |2 =
(b + )

(

b − 

)

(b − )
(

b − 

) =
(b + )

(

b − 

)

(b − )
(

b − 

) =

15 Mathématiques Term S Corretion DS 4



Exerie 1

Exerie 2

Exerie 3

2. b. Véri�er l'égalité : (b + )
(

b̄ − ̄

)

= w et

justi�er que :

b + 

b − 

=
w

|b −  |2 .

• (b + )
(

b − 

)

= bb − b + b −  =
(

bb − 

)

+
(

b − b

)

.

Or bb =  d'après III-1. Don

(b + )
(

b − 

)

= b  − b  = w .

• w

|b − |2 =
(b + )

(

b − 

)

(b − )
(

b − 

) =
(b + )

(

b − 

)

(b − )
(

b − 

) =
b + 

b − 

.

15 Mathématiques Term S Corretion DS 4



Exerie 1

Exerie 2

Exerie 3

2. . En déduire que le nombre omplexe
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On sait que w est imaginaire pur et que

1

|b − |2 est un

nombre réel (stritement positif).

Il s'ensuit que

1

|b − |2 × w est un imaginaire pur .à.d. que

b + 

b − 

est un imaginaire pur.
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Exerie 1

Exerie 2

Exerie 3

3. Soit H le point d'a�xe a + b +  .

a. Exprimer en fontion de a, b et  les a�xes des

veteurs

−−→
AH et

−−→
CB .

Le veteur

−−→
AH a pour a�xe z

−−→

AH

= h − a = b + 
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veteurs

−−→
AH et

−−→
CB .

Le veteur

−−→
AH a pour a�xe z

−−→

AH

= h − a = b + 

Le veteur

−−→
CB a pour a�xe z

−−→

CB

= b − 
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Exerie 1

Exerie 2

Exerie 3

3. b. Prouver que

(−−→
CB ,

−−→
AH

)

=
π

2

+ kπ, où k

est un entier relatif quelonque.

(On admet de même que

(−−→
CA ,

−−→
BH

)

=
π

2

+ kπ)

(−−→
CB ,

−−→
AH

)

=
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=
(−→
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−−→
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)

−
(−→
u ,

−−→
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)

=

arg(z−−→
AH

)− arg(z−−→
CB

)

= arg

(

z

−−→

AH

z

−−→

CB

)

= arg

(

b + 

b − 

)

=
π

2

+ k π ave k ∈ Z

ar

b + 

b − 

est un imaginaire pur non nul.
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Exerie 1

Exerie 2

Exerie 3

3. . Que représente le point H pour le triangle

ABC?

D'après la question préédente, (CB) est perpendiulaire à

(AH) et (CA) est perpendiulaire à (BH).
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3. . Que représente le point H pour le triangle

ABC?

D'après la question préédente, (CB) est perpendiulaire à

(AH) et (CA) est perpendiulaire à (BH).
Le point H appartient don à deux hauteurs du triangle ABC .

En onséquene H est l'orthoentre du triangle ABC .
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