Exercice 2 Commun a tous les candidats 5 points

T

Soit f la fonction définie et dérivable sur 'intervalle [0 ; +oo telle que : f(x) = -

Partie A
Soit la suite (I,,) définie pour tout entier naturel n par I, = / f(z)dx
0

1. Montrer que la suite (I,,) est croissante.

n n+1 n n+1
I, = / f(x)dx donc, pour tout n de N, I,y — I, = / f(z)dx —/ f(z)dx = / f(z)dx
0 0 0 n
On admet dans le texte que la fonction f est positive sur [0; +oo[ donc sur [n;n + 1]; on peut en déduire que
n+1
/ f(z)dx > 0 et donc que I,+1 — I,, > 0 pour tout n.

La suite (I,,) est donc croissante.

e
2. On admet que pour tout réel z de 'intervalle [0 ; +ool[, e” —x > >
n
a. Montrer que, pour tout entier naturel n, I, < / 2ze " dux.
0
e® 2
Sur [0; 4+ool, on sait que e® —x > > ; de plus, pour tout z, e* — z > 0. donc < —-
- e
2z
On multiplie cette inégalité par > 0 don < —
-z e
D’aprés la positivité de l'intégration : /

</ 2_xdx
o e”

ce qui équivaut a I, < / 2ze *dx
0

n

b. On admet que pour tout n € N, / re *dx <1

0
En déduire que, pour tout entier naturel n, I,, < 2.

Ona/ 2a:e’””dx:2/ rze Tdr<2x1<2
0 0

I, g/ 2ze " Tdw
Donc : 0 =1, <2

/ 2ze " Tdx <2
0

3. Montrer que la suite (I,,) est convergente. On ne demande pas la valeur de sa limite.

La suite (I,,) est croissante et majorée par 2 donc, d’aprés le théoréme de la convergence monotone, la suite (I,,) est
convergente.

Partie B

— K et 7 des entiers naturels, K étant non nul;
— A, x et h des réels.

Saisir K
A+ 0

z<+ 0

1
h <+ —

Pour ¢ variant de 1 & K
A+ A+hx f(x)
r+ax+h

Fin Tant que

1. Reproduire et compléter le tableau suivant, en faisant fonctionner cet algorithme pour K = 4. Les valeurs
successives de A seront arrondies au milliéme.

On fait fonctionner lalgorithme pour K = 4 donc pour h = 0,25 :



i A T
1 0 0,25
2 0,060 0,5
3 0,169 0,75
4 0,306 1

2. En lillustrant sur ’annexe a rendre avec la copie, donner une interprétation graphique de la valeur de
la variable A par cet algorithme pour K = 8.

Pour K = 8, ’algorithme donne la somme des aires des rectangles hachurés sur le graphique ci-dessous.
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NVERNNNZNNANNAN

0 0,25 0,50 0,75 1,00

3. Que donne P’algorithme lorsque K devient grand ?

Quand K devient grand, I’algorithme donne une valeur approchée par défaut de ’aire du domaine compris entre la courbe
C, 'axe des abscisses, et les droites d’équations = 0 et = 1 (voir le graphique ci-dessous).
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