Corrigé du DS de rattrapage

Exercice 1 5 points

1.Onal1?+2x13-1-2=1+2-1-2=0, donc 1 est solution de (E).
2. Soit z € C, alors :

(z2+z—2) (z2+z+1) = BB 222222 —2=24 428 22
3. D’apres la question précédente, 'équation (E) équivaut a
2242-2=0 ou 2242z+1=0
— Téquation 224z —2 = 0 est du second degré, a coefficients réels, son discriminant vaut A = 9; elle posséde

donc deux solutions réelles qui sont —2 et 1;

— Téquation 224 2z+1 = 0 est du second degré, a coefficients réels, son discriminant vaut A = —3, elle posséde
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1
deux solutions complexes conjuguées qui sont 5~ i— et —— +i—.

2 2 2
1 3 3
— Les solutions de (E) sont donc : =2, 1, —5~ i% et %
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4. Notons :

— A le point d’affixe a = 1,

1
— B le point d’affixe b = ~3 + i?)

— (' le point d’affixe ¢ = -2,

1 3
— D le point d’affixe d = 5~ i%.
Les nombres complexes b et d étant conjugués, la droite (BD) est perpendiculaire & la droite (AC) (qui n’est

rien d’autre que l’axe réel). Les diagonales du quadrilatére ABC D sont donc perpendiculaires.
1 b+d b+b 2Reé(
ate_ ~3 et le milieu de [BD] a pour affixe —; = —; = ;( )

1
——. Les diagonales [AC| et [BD] se coupent donc en leur milieu. On peut alors conclure que le quadrilatére
ABCD est un losange.
Ou sinon, on pouvait calculer les longueurs AB, BC, C'D et DA et montrer qu’elles sont toutes égales :

De plus le milieu de [AC] a pour affixe

Exemple de calcul pour AB :

AB = |b— a
1 V3
AB—’—§+27—1‘
3. V3
AB=| -2 4i¥2
N2 (V3)
AB = —— -—
() + (%)
9 3
AB =/- + -
4+4



Exercice 2 5 points

%
1. — La tangente en M a Cy a pour coefficient directeur f'(a) = e%, et a pour vecteur directeur u (1 ; e%).
ﬁ
— La tangente en N a C4 a pour coefficient directeur d'(a) = —e™ %, et a pour vecteur directeur v (1 ; —e_“).

- — a —a a—a — —
Onawu-v =1x1+e"x (—e ) =1-—e =1—1=0. Les vecteurs u et v sont orthogonaux, donc les
deux droites sont perpendiculaires.

2. a. On peut conjecturer que, pour tout réel a, PQ = 2.

b. — Détermination de P. La tangente en M & Cy a pour équation :

y=-e"(xr —a)+ e’

P est un point de cette droite, d’ordonnée 0 et d’abscisse zp, on a donc :

O=e’(zp—a)t+e<=e(zp—a)=—e"<=zp—a=—-1l<—zp=a—1.

Ainsi le point P a pour coordonnées P(a —1; 0).

— Détermination de Q. La tangente en N a C, a pour équation :

a

y=—e %z —a)t+e

@ est un point de cette droite, d’ordonnée 0 et d’abscisse xg, on a donc :

0=—-e(rg—a)te<—=e(rg—a)=e<—=wsg—-a=1=zg=a+1

Ainsi le point @ a pour coordonnées Q(a + 1 ; 0).

— Calcul de PQ. Les points P et () étant situés sur ’axe des abscisses, la distance entre ces deux points
est donnée par :

PQ=fop —zql =@~ 1)~ (a+ 1) =jo—1-a—1] = |-2| =2

La conjecture est démontrée.



Exercice 3 10 points

Pour les candidats n’ayant pas suivi ’enseignement de spécialité
On étudie un modeéle de propagation d’un virus dans une population, semaine aprés semaine. Chaque individu de
la population peut étre, & I’exclusion de toute autre possibilité :

1. soit susceptible d’étre atteint par le virus, on dira qu’il est « de type S »;
2. soit malade (atteint par le virus);
3. soit immunisé (ne peut plus étre atteint par le virus).

Un individu est immunisé lorsqu’il a été vaccing, ou lorsqu’il a guéri apres avoir été atteint par le virus.

Pour tout entier naturel n, le modéle de propagation du virus est défini par les régles suivantes :

1. Parmi les individus de type S en semaine m, on observe qu’en semaine n + 1 : 85 % restent de type S, 5%
deviennent malades et 10 % deviennent immunisés ;

2. Parmi les individus malades en semaine n, on observe qu’en semaine n + 1 : 65 % restent malades, et 35 % sont
guéris et deviennent immunisés.

3. Tout individu immunisé en semaine n reste immunisé en semaine n + 1.

On choisit au hasard un individu dans la population. On considére les événements suivants :
Sy @ «lindividu est de type S en semaine n » ;
M, : « lindividu est malade en semaine n » ;
I, : «individu est immunisé en semaine n ».

En semaine 0, tous les individus sont considérés « de type S », on a donc les probabilités suivantes :

P(So):1; P(Mo)zoetp(fo)zo.

Partie A

On étudie I'évolution de 1’épidémie au cours des semaines 1 et 2.

1. Reproduire sur la copie et compléter ’arbre de probabilités donné ci-dessous :

2. Iy = (S1N1) U (M NIz)U (I3 NI2) (réunion d’événements incompatibles).
D'ou : P (I3) = Ps, (I2) x P(S1) + Par, (I2) x P (My) + Py, (I2) x P (I;) (formule des probabilités totales).
Donc : P (I) = 0,1x 0,85 +0,35 x 0,05 + 1 x 0,1 = 0,085+ 0,0175 + 0,1 = 0,2025; [ P () = 0.2025]




p(MiNI)  0,05%0,35  0,00175 ,
3. Pp, (M) = — = ~ 0,086 [ P, (M) ~ 0,086
» (M) = =51 0,2025 0,2025 ~ 086+ P (M) ~ 0. |
PARTIE B

On étudie a long terme ’évolution de la maladie.
Pour tout entier naturel n, on : u,, = P (Sy,), v, = p (M) et w, = P (I,) les probabilités respectives des événements
Sn, My, et I.

1. L’univers € est la réunion des événements disjoints S,,, M, et I,
donc uy, + v, + w, = P(Q) = 1.
On admet que la suite (vy,) est définie par v,4+1 = 0,65v, + 0, 05u,,.

2. A l'aide d’un tableur, on a calculé les premiers termes des suites (uy), (va) et (wy).

A B C D
Unp, Un, Wy,
1 0 0

0,8500 | 0,0500 | 0,1000
0,7225 | 0,0750 | 0,2025
0,6141 | 0,0849 | 0,3010
0,5220 | 0,0859 | 0,392 1
0,4437 | 0,0819 | 0,4744
0,3771 | 0,0754 | 0,5474

OO =W DN~
DO | W N =O|3

20 | 18 | 0,0536 | 0,0133 | 0,9330
21 | 19 | 0,0456 | 0,0113 | 0,9431
22120 | 0,0388 | 0,0096 | 0,9516

Pour répondre aux questions a. et b. suivantes, on utilisera la feuille de calcul reproduite ci-dessus.

a. Dans la cellule C3, il faut taper la formule

| =0,65*C2-+0,05*B2|

b. On admet que les termes de (v,) augmentent, puis diminuent & partir d’une certain rang N, appelé le « pic
épidémique » : c’est l'indice de la semaine pendant laquelle la probabilité d’étre malade pour un individu
choisi au hasard est la plus grande.

On voit que la valeur maximale de v, est obtenue pour n = 4 et vaut environ 0,085 9.

3. a. D’apres l’énonce, P (S,+1) = 0,85P (S,,) dnonc ‘ Up+1 = 0, 85uy, |

La suite (uy,,) est géométrique de raison ¢ = 0, 85.

On en déduit que u,, = upq" donc pour tout n

b. Montrons, & l'aide d’un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel n,

1
vn = 7 (085" —0,65").

i. Initialisation : 0,85° —0,65° =1 — 1 = 0 = vy donc la propriété est vraie pour n = 0.
ii. Hérédité : on suppose la propriété vraie pour un entier n quelconque, donc v, = 0,85" — 0,65".
1
Alors : g1 = 0,05, + 0,650, = 0,05 x 0,85" +0,65 x 7 (0,85" —0,65")

0,65 1 0,85 0,651 1
’ ) x 0,85" — 1% 0,65+ = ’T x 0,857+ — ’T =3 (0,851 —0,65"t1).

= <0,05+

La propriété est donc héréditaire.



D’apreés "axiome de récurrence, la propruété est vraie pour tout n

4. -1<0,65<let—-1<0,8 <1donc lim 0,8" =0et lim 0,65" =0.

n——+o0o n——+o0o

On en déduit que| lim wu, =0|et| lim v, =0/
n—-+400 n—-+400

Comme u,, + v, + w, = 1, on en déduit que| lim w, =1
n——+00

Interprétation : cela signifie donc que sur le long terme, selon ce modeéle, tous les individus seront immunisés.



