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Devoir surveillé

durée : 2h00

Devoir surveillé à rendre sur opie double. Rendre le sujet ave la opie. Nom :

Exerie 1 2 points

On onsidère la fontion f dé�nie sur R par f(x) = sin(2x)(1 + cos x).

1. Démontrer que f est impaire et périodique.

2. Caluler la dérivée de f sur [0, π]

Exerie 2 8 points

Soit a un nombre réel tel que −1 < a < 0.
On onsidère la suite u dé�nie par u0 = a, et pour tout entier naturel n,

un+1 = u2
n
+ un.

1. Étudier la monotonie de la suite u.

2. a. Soit h la fontion dé�nie sur R par h(x) = x2 + x. Étudier le sens de variations de la fontion h.

En déduire que pour tout x appartenant à l'intervalle ]− 1 ; 0[, le nombre h(x) appartient aussi à l'intervalle

]− 1 ; 0[.

b. Démontrer que pour tout entier naturel n on a : −1 < un < 0.

3. Étudier la onvergene de la suite u. Déterminer, si elle existe, sa limite.

Exerie 3 10 points

I. Questions générales

1. Démontrer qu'un nombre omplexe z est imaginaire pur si et seulement si z = −z.

2. Démontrer que pour tout nombre omplexe z, on a l'égalité : zz = |z|2.
Le plan omplexe est rapporté a un repère orthonormal diret

(

O,
−→
u ,

−→
v
)

. On se propose de démontrer, à l'aide des

nombres omplexes, que tout triangle de sommets A, B, C, deux à deux distints, d'a�xes respetive a, b, c, et dont le

entre du erle ironsrit est situé à l'origine O, a pour orthoentre le point H d'a�xe a+ b+ c.

Il. Étude d'un as partiulier

On pose : a = 3 + i, b = −1 + 3i, c = −
√
5− i

√
5.

1. Véri�er que O est le entre du erle ironsrit au triangle ABC.

2. Plaer les points A, B, C et le point H d'a�xe a+b+c, puis véri�er graphiquement que le point H est l'orthoentre

du triangle ABC.

III. Étude du as général.

ABC est un triangle dont O est le entre du erle ironsrit, et a, b, c sont les a�xes respetives des points A, B, C.

1. Justi�er le fait que O est le entre du erle ironsrit au triangle ABC si et seulement si : aā = bb̄ = cc̄

2. On pose w = bc− bc.

a. En utilisant la aratérisation d'un nombre imaginaire pur établie dans le I., démontrer que w est imaginaire

pur.

b. Véri�er l'égalité : (b+ c)
(

b− c
)

= w et justi�er que :

b+ c

b− c
=

w

|b− c|2 .

. En déduire que le nombre omplexe

b+ c

b− c
est imaginaire pur.

3. Soit H le point d'a�xe a+ b+ c. (On suppose que b+ c 6= 0)

a. Exprimer en fontion de a, b et c les a�xes des veteurs

−−→
AH et

−−→
CB .

b. Prouver que

(−−→
CB ,

−−→
AH

)

=
π

2
+ kπ, où k est un entier relatif quelonque.

(On admet de même que

(−−→
CA ,

−−→
BH

)

=
π

2
+ kπ).

. Que représente le point H pour le triangle ABC?
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