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A. OLLIVIER Produit scalaire dans I'espace



Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

Soient u et v deux vecteurs de 'espace. Soient A, B et C trois
. o — N =
points tels que u=AB et v=AC.

Il existe au moins un plan P contenant les points A, B et C.
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Propriétés
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On a ainsi, (rappels de premiére) :
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

On a ainsi, (rappels de premiére) :

- - 1 = =0 = =2
o u-v=5(Ilu+VIE-IITIR-1IVI?)
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Propriétés

Orthogonalité

On a ainsi, (rappels de premiére) :
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

On a ainsi, (rappels de premiére) :
1
2

1 — — — —
=S(IGIB+IVIE-11E - VI?)

- = - =0 =2 12
« U v=5(lU+VIP-IUIP-1IVI?)
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

On a ainsi, (rappels de premiére) :

- = 1 — =2 2 R

o U v=g(IluFVIP-ITIP -1V IP)
1 — 10 =2 - =2
=S(1GIP+IVIE-11T-VIP)

. — — == =
e Siu=Qouv=0Q,alors...............
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

On a ainsi, (rappels de premiére) :

- = 1 — =2 2 R

o U v=g(IluFVIP-ITIP -1V IP)
1 — 10 =2 - =2
=S(1GIP+IVIE-11T-VIP)

L= - = - =
e Siu=Qouv=0Q,alorsu-v=0.
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

On a ainsi, (rappels de premiére) :

- = 1 — =2 2 R

o U v=g(IluFVIP-ITIP -1V IP)
1 — 10 =2 - =2
=S(1GIP+IVIE-11T-VIP)

e s - = - =
e Siu=Qouv=0Q,alorsu-v=0.
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

Définition (Définition avec I'angle :)W

)
- =
U V=i




Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

Définition (Définition avec I'angle )W

—

U-v=| Ul x| VI xcos(U; V)




Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

Définition (Définition avec I'angle )W

—

U-v=|ul| x| v xcos(d;:V)
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

Exemple

ABCDEFGH est un cube d’aréte a.

AB.DG =
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

Exemple

ABCDEFGH est un cube d’aréte a.

AB.DG = AB.AF
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

Exemple

ABCDEFGH est un cube d’aréte a.

ABDG = ABAF
= ||/@||||/ﬁ||xcos</ﬁ,/ﬁ)
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions

Propriétés
Orthogonalité

Exemple

ABCDEFGH est un cube d’aréte a.

ABDG = ABAF
= ||/@||||/ﬁ||xcos</ﬁ,/ﬁ)
V2

— aX\/éaXT
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions

Propriétés
Orthogonalité

Exemple

ABCDEFGH est un cube d’aréte a.

ABDG = ABAF
= ||/@||||/ﬁ||xcos</ﬁ,/ﬁ)

= axx@axg

2

= a
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de deux vecteurs

ojection o

[Définition (avec le projeté orthogonal :)j

Si H est le projeté orthogonal de C sur (AB) et K le pro-
jeté orthogonal de B sur (AC), alors :

—_— = — —

AB - AC=AB - AH
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—_— — — —  —  —
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— —
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Si H est le projeté orthogonal de C sur (AB) et K le pro-
jeté orthogonal de B sur (AC), alors :

—_— — — — —_— —

AB - AC=AB - AH =AK - AC

—  — — —

AB - AC=AB x AH si AB et AH sont de méme sens,

—
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Produit scal de deux vecteurs
Equations «

[Définition (avec le projeté orthogonal :)j

Si H est le projeté orthogonal de C sur (AB) et K le pro-
jeté orthogonal de B sur (AC), alors :

— —  —

AB AC AB - AH AK AC
AB AC AB x AH si AB et AH sont de méme sens,

— — — —
AB - AC=—AB x AH si AB et AH sont de sens différents.



Produit scal de deux vecteurs
Equations «

[Définition (avec le projeté orthogonal :)j

Si H est le projeté orthogonal de C sur (AB) et K le pro-
jeté orthogonal de B sur (AC), alors :

— —  —

AB AC AB - AH AK AC
AB AC AB x AH si AB et AH sont de méme sens,

— — — —
AB - AC=—AB x AH si AB et AH sont de sens différents.

H

A
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Propriétés
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Exemple
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

Exemple

ABCDEFGH est un cube d’aréte a.

AB.DG = AB.AF

= AB x AB
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

Exemple

ABCDEFGH est un cube d’aréte a.

AB.DG = AB.AF

= AB x AB
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— Propriété

. - — — . : 4
Soient u, v et w trois vecteurs de I'espace et k un réel.
Alors :

- -
u-u=
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. - — — . : 4
Soient u, v et w trois vecteurs de I'espace et k un réel.
Alors :

c|l <l

— — 5 2
u=|lulf=u
N
4
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Soient u, v et w trois vecteurs de I'espace et k un réel.

Alors :
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— Propriété

. - — — . : 4
Soient u, v et w trois vecteurs de I'espace et k un réel.
Alors :

2

- = = o =
u-u=Jlulf=u
- — - -
u-v=v-u
- = — - 5> = —
u(v+w)=u-v+u-w
(k U)- v =




— Propriété

. - — — . : 4
Soient u, v et w trois vecteurs de I'espace et k un réel.

Alors :
- - — 5 =2
u-u=J|ullf=u
- — - -
u-v=v-u
- = — - - - -
u(v+w)=u-v+u-w
(ku) v=k(d v)=u-(kV)
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

,—l Propriété .

. - — — . ’ A
Soient u, v et w trois vecteurs de I'espace et k un réel.
Alors :

(U+ V2=




Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

~ Propriété

. - — — . ’ A
Soient u, v et w trois vecteurs de I'espace et k un réel.
Alors :




Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

~ Propriété

. = = — . ) A
Soient u, v et w trois vecteurs de I'espace et k un réel.
Alors :

2 2

(U+VP=u +2u-v+Vv

2 2

(U-VP=u 2u-v+v
(W+V)-(u—-V)=




~ Propriété

. - — — . : 4
Soient u, v et w trois vecteurs de I'espace et k un réel.
Alors :

- =5 2 - = =2
(u+v)*=u +2u-v+v
- = —2 - = =2
(U—Vv)¥P=Uu —2u-v+vV
— — — — —2 —2
(u+v)-(u—-v)=u —v
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~ Propriété \
. % _> b
Soient u et v deux vecteurs non nuls de I'espace.

-
e Les vecteurs u et

. L = =
sont orthogonaux si et seulementsi u - v=0.

<!

o Si(x;y;z)et(x;y;Z) sontles coordonnées respec-
. — — N z
tives des vecteurs u et v dans un repére orthonormé,

alors :
U-v=xX+yy +2Z et |[u]= \/m
Remarque

Levecteurnulest ..............cooii .
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Projection o

~ Propriété \

. % _> b
Soient u et v deux vecteurs non nuls de I'espace.

-
e Les vecteurs u et

. L = =
sont orthogonaux si et seulementsi u - v=0.

<!

o Si(x;y;z)et(x;y;Z) sontles coordonnées respec-
. — — N z
tives des vecteurs u et v dans un repére orthonormé,

alors :
U-v=xX+yy +2Z et |[u]= \/m
Remarque

Le vecteur nul est orthogonal a tous les vecteurs.
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. L = =
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<!

o Si(x;y;z)et(x;y;Z) sontles coordonnées respec-
. — — N z
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Remarque
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

>
Exemple
ABCDEFGH est un cube d’aréte a.

AB.DG =

Dans le repére (A 15/@; %ﬁ); 15/7%)
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Le vecteur A_B> a pour coordonnées :
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Produit scalaire de deux vecteurs Définitions
Propriétés

Orthogonalité

>
Exemple
ABCDEFGH est un cube d’aréte a.

AB.DG =

Dans le repére (A 15/@; %ﬁ); 15/7%)

Le vecteur A_B> a pour coordonnées :

O O N
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<>
Exemple
ABCDEFGH est un cube d’aréte a.

AB.DG =

Dans le repere (A; é,ﬁ; é,ﬁ; élﬁ)

Le vecteur A_B> a pour coordonnées : 0 et @ a pour

o

coordonnées :
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<>
Exemple
ABCDEFGH est un cube d’aréte a.

AB.DG =

Dans le repere (A; é,ﬁ; é,ﬁ; élﬁ)

Le vecteur A_B> a pour coordonnées : 0 et @ a pour

o

a
coordonnées : 0
a
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<>
Exemple
ABCDEFGH est un cube d’aréte a.

/@.ﬁ:axa—kOxO#—Oxa

Dans le repere (A; é,ﬁ; é,ﬁ; élﬁ)

Le vecteur A_B> a pour coordonnées :

a
coordonnées : 0
a
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<>
Exemple
ABCDEFGH est un cube d’aréte a.

/@.ﬁ:axa—kOxO#—Oxa

Dans le repere (A; é,ﬁ; é,ﬁ; élﬁ)

Le vecteur A_B> a pour coordonnées :

a
coordonnées : 0
a
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Projection orthogonale

Définition
— \
Un wvecteur normal n a un plan P est



Produit
Equations cartésiennes de I'espace

Projection orthogonale

Défi
= o .

Un vecteur normal n a un plan P est un vecteur directeur

d’une droite orthogonale a P.

ion



Projection orthogonale

Définition

— .
Un vecteur normal n a un plan P est un vecteur directeur
d’une droite orthogonale a P.
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan
Equations cartésiennes d’une droite

Théoréme

Une droite d est orthogonale a  toute
droite dun plan P si et seulement si




Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan
Equations cartésiennes d’une droite

Théoréme

Une droite d est orthogonale a toute droite d’un plan P
si et seulement si elle est orthogonale a deux droites sé-
cantes d; et d» de ce plan.




Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan
Equations cartésiennes d’une droite

Théoréme

Une droite d est orthogonale a toute droite d’un plan P
si et seulement si elle est orthogonale a deux droites sé-
cantes d; et d» de ce plan.
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan

Equations cartésiennes d’une droite

Preuve (exigible)
= :si d est orthogonale a toute droiteduplan P, ............
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan

Equations cartésiennes d’une droite

Preuve (exigible)
= :si d est orthogonale a toute droiteduplan P, ............
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan

Equations cartésiennes d’une droite

Preuve (exigible)
= :si d est orthogonale a toute droiteduplan P, ............
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan

Equations cartésiennes d’une droite

Preuve (exigible)
= : si d est orthogonale a toute droite du plan P, elle est en
particulier orthogonale aux droites d; et d> contenues dans P.
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan

Equations cartésiennes d’une droite

<« : réciproquement on note U, 71 et 72 des vecteurs directeurs
des droites d, d; et db.
Comme d est orthogonalea d; et ds, alors ...............
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan

Equations cartésiennes d’une droite

< : réciproguement on note U 71 et 72 des vecteurs directeurs
des droites d, d; et db.

Comme d est orthogonale a d; et d,, alors u- 71: 0 et

U - vp=0.
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e d rs
nes de I'espace

Projection orthogonale

, . — — — .
<« : réciproguement on note u, vy et v» des vecteurs directeurs
des droites d, d; et db.

Comme d est orthogonale a d; et d», alors u- 71: 0 et

U vp=0.

Soit A une droite du plan P, de vecteur directeur w.

Les droites dj et db sont sécantes,donc.....................
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iennes de Iespace

<« : réciproquement on note U \71 et 72 des vecteurs directeurs
des droites d, d; et db.

Comme d est orthogonale a d; et d», alors U . 71: 0 et

U vo=0.

Soit A une droite du plan P, de vecteur directeur w.

) , — —5
Les droites dj et db sont sécantes, donc les vecteurs v; et v,
ne sont pas colinéaires, et constituent donc une base du plan

P. Ainsi, il existe deux réels x et y tels que W= x v1 +y v2
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e d rs
nes de I'espace

Projection orthogonale

<« : réciproquement on note U \71 et 72 des vecteurs directeurs
des droites d, d; et db.

Comme d est orthogonale a d; et d», alors U . 71: 0 et

U vo=0.

Soit A une droite du plan P, de vecteur directeur w.

. L, — —
Les droites dj et db sont sécantes, donc les vecteurs v4 et v,
ne sont pas colinéaires, et constituent donc une base du plan

. .. . , — — —

P. Ainsi, il existe deux réels x et y tels que w= x vy +y Vvo.
= =

Onaalors: U - W= e
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iennes de I'espace

Projection orthogonale

<« : réciproquement on note U \71> et 72 des vecteurs directeurs
des droites d, d; et ds.

Comme d est orthogonale a d; et d», alors u- 71: 0 et

U vo=0.

Soit A une droite du plan P, de vecteur directeur W/

Les droites dy et db sont sécantes, donc les vecteurs \71 et 72
ne sont pas colinéaires, et constituent donc une base du plan
P. Ainsi, il eX|ste deux reels X et y tels que w X v1 +y v2

Onaalors: u - w=u (xv1 +yv2)_xu v1 +yu v2—0
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<« : réciproquement on note U \71> et 72 des vecteurs directeurs
des droites d, d; et db.

Comme d est orthogonale a d; et d», alors u- 71: 0 et

U vp=0.

Soit A une droite du plan P, de vecteur directeur W/

. , — =7
Les droites dj et db sont sécantes, donc les vecteurs v4 et v,
ne sont pas colinéaires, et constituent donc une base du plan

P. Ainsi, il eX|ste deux reels X et y tels que w X v1 +y v2
Onaalors: U - w= u (x v1 +y V2)—X u- v1 +y u- V2—0
DONC 1€ VECIBUIS U 8t W« v e e
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<« : réciproquement on note U \71> et 72 des vecteurs directeurs
des droites d, d; et db.

Comme d est orthogonale a d; et d», alors u- 71: 0 et

U vp=0.

Soit A une droite du plan P, de vecteur directeur W/

Les droites d; et db sont sécantes, donc les vecteurs \71 et 72
ne sont pas colinéaires, et constituent donc une base du plan
P. Ainsi, il eX|ste deux reels X et y tels que w X v1 +y v2
Onaalors: u - w= u (x v1 +y V2)—X u- v1 +y u- V2—0
Donc les vecteurs u et w sont orthogonaux, et donc la droite d
est orthogonale a la droite A.
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<« : réciproquement on note U \71> et 72 des vecteurs directeurs
des droites d, d; et db.

Comme d est orthogonale a d; et d», alors u- 71: 0 et

U vp=0.

Soit A une droite du plan P, de vecteur directeur W/

Les droites d; et db sont sécantes, donc les vecteurs \71 et 72
ne sont pas colinéaires, et constituent donc une base du plan
P. Ainsi, il eX|ste deux reels X et y tels que w X v1 +y v2
Onaalors: u - w= u (x v1 +y V2)—X u- v1 +y u- V2—0
Donc les vecteurs u et w sont orthogonaux, et donc la droite d
est orthogonale a la droite A.
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan
Equations cartésiennes d’une droite

Propriété

P et P’ sont deux plans, de vecteurs normaux respectifs

%
n et n'. Dire que les plans P et P’ sont perpendiculaires
signifieque ............




Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan
Equations cartésiennes d’une droite

Propriété

P et P’ sont deux plans, de vecteurs normaux respectifs
n et n’ Dire que les plans P et P’ sont perpendiculaires
signifie que n-n=0.




Propriété

P et P’ sont deux plans, de vecteurs normaux respectifs
n et n Dire que les plans P et P’ sont perpendiculaires
signifie que n-n=0.
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Proc de
Equations cartésiennes de I'espace

Pr hogonale

—~ Théoréme
- —

- . . - 7

Lespace est muni d’un repére orthonormé (O; j; j; k).
—

Un plan P de vecteur normal n (ab;c) non

nul admet une équation cartésienne de la forme




Proc de
Equations cartésiennes de I'espace

Pr ale

—~ Théoréme

.
Lespace est muni d’'un repére orthonormé (O; 7 IE ;).
Un plan P de vecteur normal n (a; b; ¢) non nul admet
une équation cartésienne de la forme ax+by+cz+d =0
avec d € R.




Proc de
Equations cartésiennes de I'espace

Pr ale

—~ Théoréme

- 7 =
Lespace est muni d’'un repére orthonormé (O; i ; j; k).
_)
Un plan P de vecteur normal n (a; b; c) non nul admet
une équation cartésienne de la forme ax+by+cz+d =0

avec d € R.
Réciproquement, si a, b et ¢ sont trois réels non
tous nuls, I'ensemble des points M(x;y;z) tels que




Proc de
Equations cartésiennes de I'espace

Pr ale

—~ Théoréme

_
Lespace est muni d’'un repére orthonormé (O; 7 IE ;).
Un plan P de vecteur normal n (a; b; ¢) non nul admet
une équation cartésienne de la forme ax+by+cz+d =0
avec d € R.

Réciproquement, si a, b et ¢ sont trois réels non tous nuls,
'ensemble des points M(x; y; z) tels que ax + by + cz +
d = 0, avec d € R, est un plan de vecteur normal n
(a; b; c).




Produit

—~ Théoréme

o
Lespace est muni d’'un repére orthonormé (O; 7 IE ;).
Un plan P de vecteur normal n (a; b; ¢) non nul admet
une équation cartésienne de la forme ax+by+cz+d =0
avec d € R.

Réciproquement, si a, b et ¢ sont trois réels non tous nuls,
'ensemble des points M(x; y; z) tels que ax + by + ¢z +
d = 0, avec d € R, est un plan de vecteur normal n
(a; b; c).
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan
Equations cartésiennes d’une droite

Preuve (exigible)
Soit A(Xa; ¥a; Za) un point de P.
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan
Equations cartésiennes d’une droite

Preuve (exigible)
Soit A(Xa; ¥a; Za) un point de P.
=

M(x;y;z) € P <AM et N sont orthogonaux <............
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan
Equations cartésiennes d’une droite

Preuve (exigible)

Soit A(Xa; ¥a; Za) un point de P.
= _ =
M(x;y;z) € P <AM et n sont orthogonaux <AM - n=0
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan
Equations cartésiennes d’une droite

Preuve (exigible)

Soit A(Xa; ¥a; Za) un point de P.
= _ =
M(x;y;z) € P <AM et n sont orthogonaux <AM - n=0
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan
Equations cartésiennes d’une droite

Preuve (exigible)

Soit A(Xa; ¥a; Za) un point de P.

— N —— =
M(x;y;z) € P <AM et n sont orthogonaux <AM - n=0
“a(x —xa) +b(y —ya) +¢(z—24) =0
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan
Equations cartésiennes d’une droite

Preuve (exigible)

Soit A(Xa; ¥a; Za) un point de P.

— N —— =
M(x;y;z) € P <AM et n sont orthogonaux <AM - n=0
“a(x —xa) +b(y —ya) +c(z—24) =0
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan
Equations cartésiennes d’une droite

Preuve (exigible)

Soit A(Xa; ¥a; Za) un point de P.

— N —— =
M(x;y;z) € P <AM et n sont orthogonaux <AM - n=0
“a(x —xa) +b(y —ya) +¢(z—24) =0
sax+by+cz—axag—bys—cza=0
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan
Equations cartésiennes d’une droite

Preuve (exigible)

Soit A(Xa; ¥a; Za) un point de P.

— N —— =
M(x;y;z) € P <AM et n sont orthogonaux <AM - n=0
“a(x —xa) +b(y —ya) +¢(z—24) =0
sax+by+cz—axag—bys—cza=0
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan
Equations cartésiennes d’une droite

Preuve (exigible)

Soit A(Xa; ya; Za) un pomt de P.

M(x;y;z) e P @AM et n sont orthogonaux @AM n=0
©a(X —xa) + by —ya)+c(z—-24)=0
sax+by+cz—axag—bys—cza=0
<ax+by+cz+d=0 avecd = —axy — bya — cza.
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Preuve (exigible)
Soit A(Xa; ya; Za) un pomt de P.

M(x;y;z) e P @AM et n sont orthogonaux @AM n=0
©a(X —xa) + by —ya)+c(z—-24)=0
sax+by+cz—axag—bys—cza=0
<ax+by+cz+d=0 avecd = —axs — bya — cza.
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Proc de
Equations cartésiennes de I'espace
Pri ale

Réciproquement :

Supposons par exemple que a # 0 (a, b et ¢ non tous nuls).
On note E I'ensemble des points M(x; y; z) vérifiant I'équation
ax+ by +cz+d=0.
Alorslepoint.........cooiiiiiiiiiiin.
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Réciproquement :

Supposons par exemple que a # 0 (a, b et ¢ non tous nuls).
On note E I'ensemble des points M(x; y; z) vérifiant I'équation
ax+by+cz+d=0.

Alors le point A(—d/a; 0;0) vérifie I'’équation
ax+by+cz+d=0.EtdoncAc E.
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Projection orthogonale

Réciproquement :

Supposons par exemple que a # 0 (a, b et ¢ non tous nuls).
On note E I'ensemble des points M(x; y; z) vérifiant I'équation
ax+by+cz+d=0.

Alors le point A(—d/a; 0; 0) vérifie 'équation
ax+by+cz+d=0.EtdoncAc E.

Soit un vecteur n (a; b; c¢). Pour tout point M(x; y; z),on a:
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Produit
Equations cartésiennes de I'espace
Projection orthogonale

Réciproquement :

Supposons par exemple que a # 0 (a, b et ¢ non tous nuls).
On note E I'ensemble des points M(x; y; z) vérifiant I'équation
ax+by+cz+d=0.

Alors le point A(—d/a; 0; 0) vérifie 'équation
ax+by+cz+d=0.EtdoncAc E.

Soit un vecteur n (a; b; c¢). Pour tout point M(x; y; z),on a:

_)
AM - n=a(x+d/a)+b(y —0)+c(z—0) = ax+by+cz+d = 0.
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Produit
Equations cartésiennes de I'esp:
Projection orthogonale

Réciproquement :

Supposons par exemple que a # 0 (a, b et ¢ non tous nuls).
On note E I'ensemble des points M(x; y; z) vérifiant I'équation
ax+by+cz+d=0.

Alors le point A(—d/a; 0; 0) vérifie 'équation
ax+by+cz+d=0.EtdoncAc E.

Sgit un vecteur n (a; b; c¢). Pour tout point M(x; y; z),on a:

AM - n=a(x+d/a)+b(y —0)+c(z—0) = ax+by+cz+d = 0.
E est donc I'ensemble des points M(x; y; z) tels que
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Produit
Equations cartésiennes de I'esp:
Projection orthogonale

Réciproquement :

Supposons par exemple que a # 0 (a, b et ¢ non tous nuls).
On note E I'ensemble des points M(x; y; z) vérifiant I'équation
ax+by+cz+d=0.

Alors le point A(—d/a; 0; 0) vérifie I'équation
ax+by+cz+d=0.EtdoncAc E.

Soit un vecteur n (a; b; c¢). Pour tout point M(x; y; z),on a:

—

AM - n=a(x+d/a)+b(y —0)+c(z—0) = ax+by+cz+d = 0.
E est donc I'ensemble des points M(x; y; z) tels que

AM - 1= 0.
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Produit
Equations cartésiennes de I'esp:
Projection orthogonale

Réciproquement :

Supposons par exemple que a # 0 (a, b et ¢ non tous nuls).
On note E I'ensemble des points M(x; y; z) vérifiant I'équation
ax+by+cz+d=0.

Alors le point A(—d/a; 0; 0) vérifie I'équation
ax+by+cz+d=0.EtdoncAc E.

Soit un vecteur n (a; b; c¢). Pour tout point M(x; y; z),on a:

/WA . ﬁ:a(x+d/a)+b(y—0)+c(z—0) =ax+by+cz+d=0.
E est donc I'ensemble des points M(x; y; z) tels que

AM - = 0.

Donclensemble Eest..........c.cooiiiiiiiiiiiiiiin..
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Produit
Equations cartésiennes de I'esp:
Projection orthogonale

Réciproquement :

Supposons par exemple que a # 0 (a, b et ¢ non tous nuls).
On note E I'ensemble des points M(x; y; z) vérifiant 'équation
ax+by+cz+d=0.

Alors le point A(—d/a; 0; 0) vérifie I'’équation
ax+by+cz+d=0.Etdonc Ac E.

Soit un vecteur n (a; b; ¢). Pour tout point M(x; y; z), on a:
AM . ﬁ:a(x+ d/a)+b(y—0)+c(z—0)=ax+by+cz+d=0.
E est donc I'ensemble des points M(x; y; z) tels que

AM - 5= 0.

Donc I'ensemble E est le plan passant par A et de vecteur
normal n (a; b; c).
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Produit sca
Equations car

Réciproquement :

Supposons par exemple que a # 0 (a, b et ¢ non tous nuls).
On note E I'ensemble des points M(x; y; z) vérifiant 'équation
ax+by+cz+d=0.

Alors le point A(—d/a; 0; 0) vérifie I'’équation
ax+by+cz+d=0.Etdonc Ac E.

Soit un vecteur n (a; b; ¢). Pour tout point M(x; y; z), on a:
AM . ﬁ:a(x+ d/a)+b(y—0)+c(z—0)=ax+by+cz+d=0.
E est donc I'ensemble des points M(x; y; z) tels que

AM - 5= 0.

Donc I'ensemble E est le plan passant par A et de vecteur
normal n (a; b; c).
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan

Equations cartésiennes d’une droite

Remarque
Léquation cartésienne d’un plan n’est pas unique.

Par exemple, le plan d’équation x + y + 3z + 2 = 0 a aussi pour
équation ...

A. OLLIVIER Produit scalaire dans I'espace



Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan

Equations cartésiennes d’une droite

Remarque
Léquation cartésienne d’un plan n’est pas unique.

Par exemple, le plan d’équation x + y + 3z + 2 = 0 a aussi pour
équation 2x + 2y +6z+4 =0.
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan

Equations cartésiennes d’une droite

Remarque
Léquation cartésienne d’un plan n’est pas unique.

Par exemple, le plan d’équation x + y + 3z + 2 = 0 a aussi pour
équation 2x + 2y +6z+ 4 =0.
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Proc de
Equations cartésiennes de I'espace

Pr ale

~ Propriété

Si les triplets (a; b; ¢) et (&; b’; ¢’) ne sont pas proportion-
nels, le systéeme

o o

ax+by+cz+d =
ax+by+cdz+d =




Equations cartésiennes de I'espace

Pr ale

~ Propriété

Si les triplets (a; b; ¢) et (&; b/; ¢’) ne sont pas proportion-
nels, le systéeme

ax+by+cz+d = 0
ax+by+cdz+d = 0

caractérise une droite et il est appelé systeme d’équations
__cartésiennes de cette droite.




Produit

—~ Propriété

Si les triplets (a; b; ¢) et (&; b/; ¢’) ne sont pas proportion-
nels, le systéeme

ax+by+cz+d = 0
ax+by+cdz+d = 0

caractérise une droite et il est appelé systéme d’équations
__cartésiennes de cette droite.
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan

Equations cartésiennes d’une droite

%
Siles vecteurs n (a; b; c) et rf (&;b/; ¢') ne sont pas
colinéaires, alors les plans P et P’ d’équations respectives
ax+by+cz+d=0etax+by+cz+d =0sont.........
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan

Equations cartésiennes d’une droite

_
Si les vecteurs n (a;b;c) etn’ (&;b'; c) ne sont pas
colinéaires, alors les plans P et P’ d’équations respectives
ax+by+cz+d=0etax+by+cz+ d = 0sontsécants
selon une seule droite.
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Vecteur normal & un plan
Equations cartésiennes de I'espace Equations cartésiennes d’un plan

Equations cartésiennes d’une droite

_
Si les vecteurs n (a;b;c) etn’ (&;b'; c) ne sont pas
colinéaires, alors les plans P et P’ d’équations respectives
ax+by+cz+d=0etax+by+ cz+ d =0 sont sécants
selon une seule droite.
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On considére un plan P de I'espace dont on connait un
vecteur normal 7 et un point M extérieur au plan P. Le
projeté orthogonal de M sur P est l'intersection du plan et
de la droite de vecteur directeur 1 passant par M.
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On considére un plan P de I'espace dont on connait un
vecteur normal 7 et un point M extérieur au plan P. Le
projeté orthogonal de M sur P est l'intersection du plan et
de la droite de vecteur directeur 1 passant par M.

On considére une droite d de vecteur directeur U et un
point M extérieur a cette droite ; le projeté orthogonal de
M sur d est I'intersection du plan normal a U passant par
M avec la droite d
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Produit aire

Equations car

space
Projection orthogonale

Exemple
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Exemple

Le point M’ est le projeté or-

d
. MU
thogonal du point M sur le
plan P (en bleu). ﬁ/,, N’ )
. 4
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Exemple

Le point M’ est le projeté or-

thogonal du point M sur le
plan P (en bleu).

Le point N est le projeté or-
thogonal du point N sur la
droite d.
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Soient P un plan et A un point. La distance du point A au plan
P est la plus petite des longueurs AM ou M € P.
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Soient P un plan et A un point. La distance du point A au plan
P est la plus petite des longueurs AM ou M € P.

Propriété

Si on note H le projeté orthogonale de A sur le plan P, alors
d(A,P) = AH.

A. OLLIVIER



Soient P un plan et A un point. La distance du point A au plan
P est la plus petite des longueurs AM ou M € P.

Propriété

Si on note H le projeté orthogonale de A sur le plan P, alors
d(A,P) = AH.
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Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite

Distance d’un point a un plan

Projection orthogonale

Preuve exigible : Propriété a démontrer : « d(A, P) = AH »
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Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite

Distance d’'un point & un plan

Projection orthogonale

Preuve exigible : Propriété a démontrer : « d(A, P) = AH »

Soit M un point quelconque du plan P.
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Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite

Distance d’un point a un plan

Projection orthogonale

Preuve exigible : Propriété a démontrer : « d(A, P) = AH »

Soit M un point quelconque du plan P. Pour tout M # H, le
triangle AHM est rectangle en H,
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Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite

Distance d’un point a un plan

Projection orthogonale

Preuve exigible : Propriété a démontrer : « d(A, P) = AH »

Soit M un point quelconque du plan P. Pour tout M # H, le
triangle AHM est rectangle en H, donc AM > AH.
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Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite

- Distance d’un point & un plan
Projection orthogonale P p

Preuve exigible : Propriété a démontrer : « d(A, P) = AH »

Soit M un point quelconque du plan P. Pour tout M # H, le
triangle AHM est rectangle en H, donc AM > AH. Ainsi, AH est

bien la plus petite des longueurs de d(A, P) = AH.
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Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite

- Distance d’un point & un plan
Projection orthogonale P p

Preuve exigible : Propriété a démontrer : « d(A, P) = AH »

Soit M un point quelconque du plan P. Pour tout M # H, le
triangle AHM est rectangle en H, donc AM > AH. Ainsi, AH est

bien la plus petite des longueurs de d(A, P) = AH. [

A. OLLIVIER Produit scalaire dans I'espace



Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite

Distance d’'un point & un plan

Projection orthogonale

Exemple

Déterminer la dist. entre A(—1;3;2)etP: x -3y +2z—-4=0:
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Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite

Distance d’un point a un plan

Projection orthogonale

Exemple

Déterminer la dist. entre A(—1;3;2)etP: x -3y +2z—-4=0:

1) Déterminons les coordonnées d’un vecteur normal au plan P

A. OLLIVIER Produit scalaire dans I'espace



-
Exemple
Déterminer la dist. entre A(—1;3;2) et P: x -3y +2z—-4=0:

1) Determinons les coordonnées d’un vecteur normal au plan P

Le vecteur 1 est un vecteur normal au plan P.

A
7&

P
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-
Exemple
Déterminer la dist. entre A(—1;3;2) et P: x -3y +2z—-4=0:

1) Determinons les coordonnées d’un vecteur normal au plan P

1

Le vecteur 1 est un vecteur normal au plan P.

A
7&

P
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-
Exemple
Déterminer la dist. entre A(—1;3;2) et P: x -3y +2z—-4=0:

1) Determinons les coordonnées d’un vecteur normal au plan P

1

Le vecteur i [ —3 | est un vecteur normal au plan P.

A
7&

P
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<
Exemple
Déterminer la dist. entre A(—1;3;2)etP: x -3y +2z—-4=0:

1) Determinons les coordonnées d’un vecteur normal au plan P

1

Le vecteur A | —3
2

est un vecteur normal au plan P.

A
7&

P
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Projection orthogonale

Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite
Distance d’un point a un plan

Exemple

1
A(-1:3;2),P:x -8y +2z-4=0eti | -3

2

\
\
\
\
\
1
\
\
\
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Exemple

]
A(-1:3,2),P:x -8y +2z—4=0et T | -3

2
2) On détermine une représentation paramétrique de la droite
d perpendiculaire au plan P passant par A.

\
\
\
\
\
\
\
\
\
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Exemple

]
A(-1:3,2),P:x -8y +2z—4=0et T | -3

2
2) On détermine une représentation paramétrique de la droite
d perpendiculaire au plan P passant par A.

Comme 1 est normal au plan P, A est un vec-
teur......... de la droite d.
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Exemple

]
A(-1:3,2),P:x -8y +2z—4=0et T | -3

2
2) On détermine une représentation paramétrique de la droite
d perpendiculaire au plan P passant par A.

Comme 1 est normal au plan P, A est un vec-
teur directeur de la droite d.
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Exemple

A(-1:3,2),P:x -8y +2z—4=0et T | -3

1

2

2) On détermine une représentation paramétrique de la droite
d perpendiculaire au plan P passant par A.

Comme 1 est normal au plan P, A est un vec-
teur directeur de la droite d.

Donc:¢ ¥y = .........

est un représenta-

tion paramétrique de la droite d.
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Exemple

]
A(-1:3,2),P:x -8y +2z—4=0et T | -3

2

2) On détermine une représentation paramétrique de la droite
d perpendiculaire au plan P passant par A.

Comme 1 est normal au plan P, A est un vec-

teur directeur de la droite d. o}
X t—1 ﬁ

Donc:¢ ¥y = ......... est un représenta-

tion paramétrique de la droite d.
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Exemple

1
A(-1;3,2),P:x 3y +2z-4=0etH |3

2
2) On détermine une représentation paramétrique de la droite
d perpendiculaire au plan P passant par A.

Comme 1 est normal au plan P, A est un vec-
teur directeur de la droite d.

d
X t—1 i
Donc: ¢ y = —3t+3 estun représenta-
7 =

tion paramétrique de la droite d.
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Exemple

]
A(-1:3,2),P:x -8y +2z—4=0et T | -3

2

2) On détermine une représentation paramétrique de la droite
d perpendiculaire au plan P passant par A.

Comme 1 est normal au plan P, A est un vec-
teur directeur de la droite d.

X = t—1
Donc : ¢ y =

—3t+3 est un représenta-
z = 2t+2
tion paramétrique de la droite d.
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Projection orthogonale

Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite
Distance d’un point a un plan

= t—1

X
Rappel : P:x -3y +2z—4=0etd:< y
z

—3t+3
2t+2

A. OLLIVIER Produit scalaire dans I'espace



X

Rappel : P:x—-3y+2z—4=0etd: < y =

t—1

—-3t+3

z = 2t+2

3) On détermine les coordonnées du point H intersection entre

la droite d et le plan P. (Le point H est également le projeté
orthogonal de A sur le plan P)

A. OLLIVIER



X
Rappel : P:x -3y +2z—4=0etd:

= t-1
y = —-3t+3
z = 2t+2
3) On détermine les coordonnées du point H intersection entre
la droite d et le plan P.
Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc : d
H
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X
Rappel : P:x -3y +2z—4=0etd:

= t-1
y = —-3t+3
z = 2t+2
3) On détermine les coordonnées du point H intersection entre
la droite d et le plan P.
Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc : d
s H
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X
Rappel : P:x -3y +2z—4=0etd:

= t-1
y = —-3t+3
z = 2t+2
3) On détermine les coordonnées du point H intersection entre
la droite d et le plan P.
Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc : d
e H
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X
Rappel : P:x -3y +2z—4=0etd:

= t-1
y = —-3t+3
z = 2t+2
3) On détermine les coordonnées du point H intersection entre
la droite d et le plan P.
Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc : d
x—3y+2z—4 = 0
X = t—-1 H
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X
Rappel : P:x -3y +2z—4=0etd:

= t-1
y = —-3t+3
z = 2t+2
3) On détermine les coordonnées du point H intersection entre
la droite d et le plan P.
Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc : d
x—3y+2z—4 = 0
X = t-—1 H
y = -3t+3

A. OLLIVIER



x = t-1
Rappel : P:x—3y+2z—4=0etd: < y = —-3t+3
z = 2t+2
3) On détermine les coordonnées du point H intersection entre
la droite d et le plan P.
Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc : d
x—3y+2z—4 = 0
X t—1 H \
y —3t+3 '
z 2t+2 P

A. OLLIVIER



Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

xX—3y+2z—-4

=0

X = t—1
y = -3t+3
z = 2t+2

A. OLLIVIER



Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

x—3y+2z—4 = 0

X t—1
y = —-3t+3
z 2t + 2

D’ou :

X—3y+2z—-4=0

A. OLLIVIER



Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

xX—3y+2z—4

=0

X t—1
y = -3t+3
z 2t+2

D’ou :

t—1-8y+2z-4=0

A. OLLIVIER



Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

x—3y+2z—4 = 0
X t—1
y = -3t+3
z 2t+2

D’ou :

t—1-3(-3t+3)+2z-4=0

A. OLLIVIER



Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

Xx—3y+2z—4 = 0
X t—1
y = -3t+3

D’ou :
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Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

x—3y+2z—-4
X

y

=0
t—1
—3t+3

D’ou :

t—1—3(—3t+3)+2 —4=0
t—1+9t-9+4t+4-4=0

A. OLLIVIER



Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

x—3y+2z—4 = 0
X = t—1
y = -3t+3

D’ou :

t—1—3(—3t+3)+2 —4=0
t—1+9t—9+4t+4-4=0
14t—10=0

A. OLLIVIER



Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

d
x—3y+2z—-4 =0
X f=1 H‘.
y = -3t+3 \
P

D’ou :

t—1—3(—3t+3)+2 —4=0
t—1+9t-9+4t+4-4=0

14t-10=0
5
t=37
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Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

5

t =7

X = t-1
y = -3t+3
z = 2t+2

A. OLLIVIER



Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

5

t =3 :

X = 7—1
y = -=3t+3
z = 2t+2
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Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

5
t =2
7
X — §_1 — _g
7 7
y = -=3t+3
z = 2t+2

A. OLLIVIER



Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

5
t =2
7
. _ 5., _ .
7 5 7
y = —3X7+3
z = 2t+2

A. OLLIVIER



Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

5
t —
7 7
y = 3x243 = 2
7 7
z = 2t+2
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Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

7

. - 5., _ 2
7 7
= —3><§+3 _°

yo = .7 7
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Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

fo=2 d
/ 5 2
X 7—1 -3 HY
— 3x243 = O "
y = — ><7+ Z rP \“
z 2.2 42 G ‘
7 7

A. OLLIVIER



Le point H(x; y; z) étant a la fois sur la droite d
et le plan P. Ses coordonnées vérifient donc :

5
t —
7
X §_1 — _g
7 7
3 > 3 6
y - _X7+ = Z 7)
z 2><§—|—2 4
7 7

A. OLLIVIER



Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite

Distance d’un point a un plan

Projection orthogonale

Rappel : A(—1;3;2) etH< 2.8, 24)

N
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Rappel : A(—1;3;2) et H<

4) La distance entre le point A et le plan P est AH
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Rappel : A(—1;3;2) et H<

77 7)
4) La distance entre le point A et le plan P est AH
A~ ¢ (2-

R R
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Rappel : A(—1;3;2) et H<

4) La distance entre le point A et le plan P est AH
A~ ¢ (2-

o)

7

7) T\7

DR
w6

7
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Rappel : A(—1;3;2) et H<

77 7)
4) La distance entre le point A et le plan P est AH
w3

o= (3

R R e

6_21 2+ 24 14)\?

7 7 7 7 7
5\ 2 15

AH_¢(7>+(_

7

_2+Ez
7

24



Rappel : A(—1;3;2) et H<

7T 7)
4) La distance entre le point A et le plan P est AH
w3

o) (503
AH::¢<—2 7

— += 2+ 6 2
7 7 7
2 2

- () (5

15)°, (10)°
7 7
25 225 100
AH=\% "9 " a9

49
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Rappel : A(—1;3;2) et H<

77 7)
4) La distance entre le point A et le plan P est AH
w3

o) (503
AH:\/<—2 7

—+s 2+ 6. 2 2+
7 7 7 7

5\ 2 15\2 /10\?
AHM &y =7

25 225 100 /350
AH=\29 " 29 * a9 ~

7
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77 7)

4) La distance entre le point A et le plan P est AH

-2 2 /6 2 /o4 2 B
AHV(T‘(‘”) +(7-3) +(5-2)

—2 7\? /6 21\? /24 14\?
A”:W?*?) +(7-7) +(%-7)

2 2
s ()

Rappel : A(—1;3;2) et H<

E 2
7 7
25 225 100 /350 25 x 14
AH=\V@m e "7 ~
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77 7)

4) La distance entre le point A et le plan’P est AH
S I G G
w3 GG

o6 () ()
AH = /2

N 100 350 +25x14 514
49 49 - =

Rappel : A(—1;3;2) et H<

225 N
49

7

7 7




o) G5
e

4) La distance entre le point A et le plan P est AH
AH = \/ (‘2

ER NI R
=) ()

H

10 2
7 7
AH — §+ 225 N 100 _ V350 _ V25 x 14 _ 5v14
49 49 49 7 7 7
V14
Ainsi la distance entre le point A et le plan P est >
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