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Intégrale d’une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

Soient a et b deux réels quelconques tels que a < b, f
une fonction continue et positive sur [a; b] et C; sa courbe

représentative dans un repére orthogonal (O; /, J).
Lunité d’aire est



Intégrale d’une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

Soient a et b deux réels quelconques tels que a < b, f
une fonction continue et positive sur [a; b] et C; sa courbe
représentative dans un repére orthogonal (O; /, J).

Lunité d’aire est I'aire du rectangle de cétés [Ol] et [OJ].

On  appelle intégrale de f  sur [a; b],



Intégrale d’une fonction continue

Encadrement
Liens Primitives Intégrale

Soient a et b deux réels quelconques tels que a < b, f
une fonction continue et positive sur [a; b] et Cr sa courbe
représentative dans un repére orthogonal (O; /, J).

Lunité d’aire est 'aire du rectangle de c6tés [Ol] et [OJ].

On appelle intégrale de f sur [a; b], I'aire, exprimée en

unités d’aire, de la surface limitée par I'axe des abscisses,
la courbe Cy, et les droites d’équations x = aet x = b.
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Intégrale d’une fonction continue
Encadreme

Liens Primitives Ir
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Intégrale d’une fonction continue

‘Gf'f
7]
1 %= o b
7 | e [ remax
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b
Lintégrale de f sur [a; b] se note / f(x)dx .
a
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Intégrale d’une fonction continue

‘Gf'f
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b
Lintégrale de f sur [a; b] se note / f(x)dx .
a

b

On dit aussi que/ f(x)dx représente I'aire sous la courbe
a
entre aet b.
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Fonctions positives
Fonctions négatives
Fonctions quelconques
Propriétés

Intégrale d’une fonction continue

Remarque

Dans l'écriture / f(x)dx, x est une lettre " muette ". On peut la
a
remplacer par n’importe qu’elle autre lettre, exceptées a etb :

/abf(X)dx:/abf(l‘)dt:/abf(u)du:/abf(z)dz:/:f(a)da:
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Fonctions positives
Fonctions négatives
Fonctions quelconques
Propriétés

Intégrale d’une fonction continue

Remarque

Dans l'écriture / f(x)dx, x est une lettre " muette ". On peut la
a
remplacer par n’importe qu’elle autre lettre, exceptées a etb :

/abf(X)dx:/abf(l‘)dt:/abf(u)du:/abf(z)dz:/:f(a)da:

b
/ f(x)dx se lit aussi "somme de a & b de f(x)dx "
a
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Intégrale d’une fonction continue

Encadreme

Liens Primitives In

Si f est un fonction continue, néga-

tive sur [a; b]. On appelle intégrale de 13[
f sur [a; b]




Intégrale d’une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

Si f est un fonction continue, néga-
tive sur [a; b]. On appelle intégrale de
f sur [a; b] 'opposé de laire du do-
maine D et on note :

/ ’ Hx)dx = _Aire(D)
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Intégrale d’une fonction continue

Encadreme

Liens Primitives Intégra

Si f est un fonction continue qui

change de signe sur [a; b]. On ap-
pelle intégrale de f sur [a; b]




Intégrale d’une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

Si f est un fonction continue qui
change de signe sur [a; b]. On ap-
pelle intégrale de f sur [a; b] la diffé-
rence entre I'aire obtenue quand f est
positive et 'aire obtenue quand f est
négative.
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Intégrale d’une fonction continue

Liens Primit

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle /, a, b et ¢
des éléments de /. Soit A € R.

Linéarité Bornes de l'intégrale

/ab(f + g)(x)dx /ab M(x)dx = /a oo /ba f(x)dx =
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Intégrale d’une fonction continue

Liens Primitiv

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle /, a, bet ¢
des éléments de /. Soit A € R.

Linéarité Bornes de l'intégrale
b b a
(f + g)(x)dx / M (x)dx = ; / f(x)dx =
a a b
b / f(x)dx =
= f(x)dx+ a
b a
g(x)dx
a
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Liens Primitives Intégrale

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle /, a, bet ¢
des éléments de /. Soit A € R.

Linéarité Bornes de l'intégrale
b b a
(f + g)(x)dx / M (x)dx = ; / f(x)dx =
4 b 4 / f(x)dx = 0
= f(x)dx+ a
“ b
b )\/ f(x)dx
g(x)dx a
a
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Liens Primitives Intégrale

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle /, a, bet ¢
des éléments de /. Soit A € R.

Linéarité Bornes de l'intégrale
b b a
(f + g)(x)dx / M (x)dx = ; / f(x)dx =
4 b 4 / f(x)dx =0 0
= f(x)dx+ a
7 b
b )\/ f(x)dx
g(x)dx a
a
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Liens Primitives Intégrale

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle /, a, bet ¢
des éléments de /. Soit A € R.

Linéarité Bornes de l'intégrale
b b a
(f + g)(x)dx / M (x)dx = ; / f(x)dx =
4 b 4 / f(x)dx =0 0
= f(x)dx+ a
a b b
b )\/ f(x)dx — / f(x)dx
g(x)dx a a
a
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Intégrale d’une fonction continue

Encadreme

~{ Propriété (Positivité)

b
Si f(x) > 0 sur [a; b] Alors : / F(x)dx > ......
a

f(x)

a b
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Intégrale d’une fonction continue

Encadreme

~{ Propriété (Positivité)

b
Si f(x) > 0 sur [a; b] Alors : / f(x)dx >0
a

f(x)

a b
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Intégrale d’une fonction continue

Encadreme

Liens Primitives Intégrale

~{ Propriété (Relation dordre) |

b
Si f(x) < g(x) sur [a; b] Alors : / F(x)dx <

'y
/\
|
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Intégrale d’une fonction continue

Encadreme

Liens Primitives Intégrale

~{ Propriété (Relation dordre) |

b b
Si f(x) < g(x) sur [a; b] Alors : / F(x)dx < / g(x)dx

'y
/\
|
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Intégrale d’une fonction continue

\ 15
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Intégrale d’une fonction continue

/a ’ fx0dx = /a Ao /C ’ )

: / f(x)dx

T

-
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Encadrement

Soit f une fonction continue, positive et croissante sur [a; b] et n
un entier strictement positif.
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Encadrement

Soit f une fonction continue, positive et croissante sur [a; b] et n

un entier strictement positif.
b—a

On partage [a; b] en n intervalles d’'amplitude h =

a b
r—————0——0
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Intégrale d'une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

Soit f une fonction continue, positive et croissante sur [a; b] et n
un entier strictement positif.

b—a
On partage [a; b] en n intervalles d’'amplitude h = .

a b
r——0—0————0—0—90

b—a

n
Sur chaque intervalle [a+ ih; a+ (i + 1)h], ou i varie de 0 a
n—1,onalencadrement.......... .. ... ... ... ...
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Intégrale d'une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

Soit f une fonction continue, positive et croissante sur [a; b] et n
un entier strictement positif.
b—a

On partage [a; b] en n intervalles d’'amplitude h =

a b
r——0—0————0—0—90

b—a

Sur chaque intervalle [a -+ ih; a+ (i + 1)h], o i varie de 0 &
n—1,on al'encadrement f(a + ih) < f(x) < f(a+ (i+1)h)
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Intégrale d'une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

Soit f une fonction continue, positive et croissante sur [a; b] et n
un entier strictement positif.

b—a
On partage [a; b] en n intervalles d’'amplitude h =

a b
r——0—0————0—0—90

b—a

Sur chaque intervalle [a -+ ih; a+ (i + 1)h], o i varie de 0 &
n—1,on al'encadrement f(a + ih) < f(x) < f(a+ (i+1)h)
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Intégrale

Liens Primitives Intégrale

Soit f une fonction continue, positive et croissante sur [a; b] et n
un entier strictement positif.

a
On partage [a; b] en n intervalles d’'amplitude h = —

a b
r————0 00— — 00— 0

b—a
Sur chaque intervalle [a+ ih; a+ (i + 1)h], ou i varie de 0 a
n—1,on al'encadrement f(a + ih) < f(x) < f(a+ (i+1)h)
a+(i+1)h
Don hf(a + ih) < / f(x)dx < hf(a-+ (i + 1)h)
Jatin

A. OLLIVIER



Intégrale

Liens Primitives Intégrale

Soit f une fonction continue, positive et croissante sur [a; b] et n
un entier strictement positif.

a
On partage [a; b] en n intervalles d’'amplitude h = —

a b
r————0 00— — 00— 0

b—a
Sur chaque intervalle [a+ ih; a+ (i + 1)h], ou i varie de 0 a
n—1,on alencadrement f(a+ ih) < f(x) < f(a+ (i+1)h)
a+(i+1)h
Donc hf(a+ ih) < / f(x)dx < hf(a+ (i +1)h), ol &
a+ih
gauche et a droite, les produits sont des aires de rectangles.
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Encadrement

On obtient alors 'encadrement suivant :

A. OLLIVIER Cours de terminale S Etude graphique des intégrales



Encadrement

On obtient alors 'encadrement suivant :

n—1 n—1
h) f(a+ih) < /b f(x)dx < h> f(a+ (i+1)h)
i=0 a i=0
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Encadrement

On obtient alors 'encadrement suivant :

n—1 n—1
hY fla+ih) < /b f(x)dx <hd_f(a+ (i+1)h)
i=0 & i=0
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Encadrement
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Intégrale d'une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

Algorithme

Les variables sont a et b les bornes de l'intervalle, nle nombre
de rectangles, h le pas (largeur des rectangles, x I'abscisse
courante, linf et Isup les sommes des aires.

h« (b—a)/n

linf < 0

Isup « 0

X<+ a

POUR i variantde 0 a n— 1
linf < linf 4+f(x)
X+ Xx+h
Isup < Isup +f(x)

FIN POUR

linf < h*linf

Isup < h*lsup
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Intégrale d'une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

18

POUR i variant de 0 a n-1

linf PREND LA VALEUR linf+f(x)

x PREND LA VALEUR x+h

Isup PREND LA VALEUR Isup+f(x)
FIN POUR
linf PREND LA VALEUR h*linf
Isup PREND LA VALEUR h*Isup
AFFICHER linf, Isup

19 FIN ALGORITHME

Si la fonction f est simplement continue sur [a; b], on peut
obtenir une valeur approchée de l'intégrale en approximant, sur
chaque intervalle [a+ ih; a+ (i+ 1)h], f(x) par f(a+ (i+1/2)h).
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Intégrale d’'une fonction continue

Encadrement

Liens Primitives Intégrale

—~ Théoréme

Soit f une fonction continue et positive sur [a; b]; la fonc-
X
tion F définie sur [a; b] par F(x) = / f(tydt ......




—~ Théoréme

Soit f une fonction continue et positive sur [a; b]; la fonc-
X
tion F définie sur [a; b] par F(x) :/ f(t)dt est déri-

a
vable sur [a; b] et F'(x) = f(x) pour tout x de [a; b).

De plus F(a) = 0.




—~ Théoréme

Soit f une fonction continue et positive sur [a; b]; la fonc-
X
tion F définie sur [a; b] par F(x) :/ f(t)dt est déri-

a
vable sur [a; b] et F'(x) = f(x) pour tout x de [a; b].

De plus F(a) = 0.
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Intégrale d’'une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

—~ Théoréme \

Soit f une fonction continue et positive sur [a; b]; la fonc-
X

tion F définie sur [a; b] par F(x) :/ f(t)dt est déri-
a

vable sur [a; b] et F'(x) = f(x) pour tout x de [a; b].

De plus F(a) = 0.

-
De quelles fonctions le théoreme fondamental nous parle-t-il ?

UNIQUEMENT des fonctions de la forme :

Leméme x| ——-am"" e

a re-—_. PAsDEYX!
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Définition
Exemple

Liens Primitives Intégrale Crochet

A. OLLIVIER Cours de terminale S Etude graphique des intégrales



Définition
Exemple
Liens Primitives Intégrale Crochet

\\'\‘{\\\\\\.
\5. /

et
\
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Intégrale d’'une fonction continue

cadrement
Liens Primitives Intégrale

Démonstration dans le cas ou f est croissante
Pourtoutx € [a;b]eth>0, ...t

A. OLLIVIER



Intégrale d’'une fonction continue

Encadrement
Liens Primitives Intégrale

Démonstration dans le cas ou f est croissante

Pour tout x € [a; b] et h > 0, F(x / f(t)dt et

F(x + h) = / iyt

A. OLLIVIER



Intégrale d’une fonction c

En e
Liens Primitives Intégrale

Démonstration dans le cas ou f est croissante

X
Pour tout x € [a;b] et h > 0, F(x) = / f(t)dt et
a

F(x + h) = / ot

OrF(x+h)—aF(x):/X+hf(t)dt—/x f(t)dt

A. OLLIVIER



Intégrale d'une fonction continue
Enc Nt

Liens Primitives Intégrale

Démonstration dans le cas ou f est croissante

X
Pour tout x € [a;b] et h > 0, F(x) = / f(t)dt et
a

F(x + h) = / ot

OrF(X+h)—aF(x):/X+hf(t)dt—/x f(t)dt
:/X+hf(t)dt+/af(t)dt:/X+hf(t)dt

A. OLLIVIER



Démonstration dans le cas ou f est croissante

X
Pour tout x € [a;b] et h > 0, F(x) = / f(t)dt et
a

F(x +h) = / ot

OrF(x+h)—aF(x):/ +hf(t)dt—/x (t)dt

:Lx+hf(t)dt+/xaf(t)dt=/Xx+hf(t)df

Ainsi F(x + h) — F(x) est l'aire de la surface limitée par la
courbe C, 'axe des abscisses et les droites verticales passant
par les points d’abscisses x et x + h.

X
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Démonstration dans le cas ou f est croissante

X
Pour tout x € [a;b] et h > 0, F(x) = / f(t)dt et
a

F(x +h) = / ot

OrF(X+h)—aF(x):/ +hf(t)dt—/x (t)dt

:Lx+hf(t)dt+/xaf(t)dt=/Xx+hf(t)df

Ainsi F(x + h) — F(x) est l'aire de la surface limitée par la
courbe C, 'axe des abscisses et les droites verticales passant
par les points d’abscisses x et x + h.

X
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Lien

s Primitives Intégrale

Définition
Exemple
Crochet

A. OLLIVIER
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Intégrale d’'une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

On sait que f est croissante sur [a, b].
ONadonC ... e
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Intégrale d’'une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

On sait que f est croissante sur [a, b].
On a donc hf(x) < F(x + h) — F(x) < hf(x + h), ce qui
F h)—F
e+ ) ) < f(x + h).

entraine que f(x) < b

A. OLLIVIER



Intégrale d’'une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

On sait que f est croissante sur [a, b].

On a donc hf(x) < F(x + h) — F(x) < hf(x + h), ce qui

F(x + h) — F(x)
h

Puisque la fonction f est continue, Aimo f(x+h)=...
—

entraine que f(x) <

< f(x + h).
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Intégrale d’'une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

On sait que f est croissante sur [a, b].

On a donc hf(x) < F(x + h) — F(x) < hf(x + h), ce qui

F(x + h) — F(x)
h

Puisque la fonction f est continue, Aimo f(x + h) =f(x)
—

entraine que f(x) <

< f(x + h).

A. OLLIVIER



Intégrale d’'une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

On sait que f est croissante sur [a, b].

On a donc hf(x) < F(x + h) — F(x) < hf(x + h), ce qui
F(x + h) — F(x)
h
Puisque la fonction f est continue, Aimo f(x + h) =f(x) donc,

_)
d’aprés le théoréme des gendarmes,

< f(x + h).

entraine que f(x) <
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Intégrale d’'une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

On sait que f est croissante sur [a, b].

On a donc hf(x) < F(x + h) — F(x) < hf(x + h), ce qui

F(x + h) — F(x)
h

Puisque la fonction f est continue, fl7im0 f(x + h) =f(x) donc,
—

entraine que f(x) < < f(x + h).

d’aprés le théoréme des gendarmes,
. F(x+h)— F(x)
lim

h—0 h

en x et F'(x) = f(x) pour tout x € [a; b].

= f(x) ce qui signifie que F est dérivable

A. OLLIVIER



Intégrale d’'une fonction continue
Encadrement

Liens Primitives Intégrale

On sait que f est croissante sur [a, b].

On a donc hf(x) < F(x + h) — F(x) < hf(x + h), ce qui

F(x + h) — F(x)
h

Puisque la fonction f est continue, fl7im0 f(x + h) =f(x) donc,
—

entraine que f(x) < < f(x + h).

d’aprés le théoréme des gendarmes,
. F(x+h) —F(x)
lim

h—0 h

en x et F'(x) = f(x) pour tout x € [a; b].

= f(x) ce qui signifie que F est dérivable

A. OLLIVIER



Intégrale d’'une fonction continue

Encadrement

Liens Primitives Intégrale

—~ Propriété
Soit f une fonction continue et positive sur [a; b] et F une
primitive de f sur [a; b].

AlOTS




Intégrale d’'une fonction continue

Encadreme

Liens Primitives Intégrale

—~ Propriété

Soit f une fonction continue et positive sur [a; b] et F une
primitive de f sur [a; b].

Alors l'intégrale de a a b de la fonction f est égale au
nombre F(b) — F(a).




Intégrale d’'une fonction continue

Encadrement

Liens Primitives Intégrale

—~ Propriété
Soit f une fonction continue et positive sur [a; b] et F une
primitive de f sur [a; b].

Alors lintégrale de a a b de la fonction f est égale au
nombre F(b) — F(a).
On note :




Intégrale d'une fonc

Liens Primitives Intégrale

— Propriété
Soit f une fonction continue et positive sur [a; b] et F une
primitive de f sur [a; b].

Alors lintégrale de a a b de la fonction f est égale au
nombre F(b) — F(a).
On note :

/  Hx0dx = F(b) — F(a)

A. OLLIVIER
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Intégrale d’'une fonction continue

Encadreme
Liens Primitives Intégrale

Démonstration

On sait que f admet des primitives sur [a; b], par exemple la
X
fonction G définie par G(x) = / f(t)dt.

a

A. OLLIVIER



Intégrale d’'une fonction continue

Encadrement
Liens Primitives Intégrale

Démonstration

On sait que f admet des primitives sur [a; b], par exemple la
X
fonction G définie par G(x) = / f(t)dt.

A. OLLIVIER



Intégrale d’'une fonc

Liens Primitives Intégrale

Démonstration

On sait que f admet des primitives sur [a; b], par exemple la
X
fonction G définie par G(x) = / f(t)dt.

/f t)dt et G(a) =0 donc on a bien

/ f(t

A. OLLIVIER



Intégrale d’'une fonc

Liens Primitives Intégrale

Démonstration

On sait que f admet des primitives sur [a; b], par exemple la
X
fonction G définie par G(x) = / f(t)dt.
a

b
G(b) = / f(t)dt et G(a) =0 donc on a bien
G(b) — G(a) = (t)dt.

A. OLLIVIER



Intégrale d’une fonction c

En e
Liens Primitives Intégrale

Démonstration

On sait que f admet des primitives sur [a; b], par exemple la
X
fonction G définie par G(x) = / f(t)dt.
a

b
G(b) = / f(t)dt et G(a) =0 donc on a bien
a

qm—qazlﬂmm

Il reste a démontrer que l'intégrale de f ne dépend pas du choix
de la primitive :

A. OLLIVIER



Intégrale d'une fonction continue

Encadrement

Liens Primitives Intégrale

Démonstration

On sait que f admet des primitives sur [a; b], par exemple la
X
fonction G définie par G(x) = / f(t)dt.
a
b
G(b) = / f(t)dt et G(a) =0 donc on a bien
a
b
am—qa:/fmm
a
Il reste a démontrer que l'intégrale de f ne dépend pas du choix
de la primitive :

A. OLLIVIER



Intégrale d’'une fo

Liens Primitives Intégrale

Démonstration

On sait que f admet des primitives sur [a; b], par exemple la
X
fonction G définie par G(x) = / f(t)dt.

a

b
G(b) = / f(t)dt et G(a) =0 donc on a bien
a

am—amzlﬁmm

Il reste a démontrer que l'intégrale de f ne dépend pas du choix
de la primitive :

si F une primitive quelconque de f, alors F(x) = G(x) + ¢ et
on vérifie alors que F(b) — F(a) = G(b) — G(a).

A. OLLIVIER
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Encadrement

Liens Primitives Intégrale

On généralise la notion d’intégrale :

Soit f une fonction continue sur un intervalle /, a et b deux

réels quelconques de / et F une primitive de f sur /.

On appelle intégrale entre a a b de la fonction f le nombre
F(b) — F(a).
On note :

/  Hx0dx = F(b) - F(a)
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Encadrement

Liens Primitives Intégrale

On généralise la notion d’intégrale :

( Définition)
Soit f une fonction continue sur un intervalle /, a et b deux

réels quelconques de / et F une primitive de f sur /.

On appelle intégrale entre a a b de la fonction f le nombre
F(b) — F(a).
On note :

/  fx)dx = F(b) — F(a)

A. OLLIVIER
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X

Pour x > 0, ?dt:InX—|n1:InX
1

A. OLLIVIER Cours de terminale S Etude hique des intégrales
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<4 Notation
[F(x)]2 =

A. OLLIVIER
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<4 Notation

Conséquence

On peut donc réécrire la définition de cette fagon :

[ 00k = (F00l2 = Fib) - Fla)

A. OLLIVIER Cours de terminale S Etude graphique des intégrales
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Exemple

1 3
X
/xzdx: = =
0 3 1o

A. OLLIVIER Cours de terminale S Etude graphique des intégrales
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Exemple

1 371 3 3
X 1 0
0

A. OLLIVIER Cours de terminale S Etude graphique des intégrales
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Remarque

Toutes les propriétés vues sur les intégrales (dans un chapitre
précédent : linéarité, relation de Chasles, inégalités, bornes)
peuvent se démontrer avec la définition vue plus haut.

A. OLLIVIER Cours de terminale S Etude graphique des intégrales
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