Chapitre 5 : Limites de fonction

1 Limite d’une fonction a I’infini

1.1 Limite finie a Pinfini

Dire qu’une fonction f a pour limite le nombre réel ¢ en +oo signifie que tout intervalle ouvert contenant ¢
contient

Onnote lim f(x)=~¢.

r—>+00
Remarque :

On définit de facon analogue lim f(z) = (.
T—>r—00

Graphiquement :

Lorsque f a pour limite £ en 400 (resp. en —o0), on dit que, dans un repere, la droite d
d’équation y = £ est

g
Exemple %
1 1 1
Iim —=... lim —=... lim —=...
T—+oo r—+oo r——+00 X
.1 . 1
Iim —=... Iim —=...
T——o0r T——00

1.2 Limite infinie a I’infini

Dire qu’une fonction f a pour limite +00 en 400 signifie que tout intervalle de la forme | A; +oco[, avec A réel,
contient

Onnote lim f(z)= 4oc.

Tr—>—+00

Remarque :

On définit de maniere analogue lim f(z) = —oco, lim f(z)=4o00, lim f(z)= —o0.
T—>+00 T—>—00 T—>—00

-

Exemple %E

lim z=... lim 2% =... lim 2% =... lim vz =...
T—+00 T—r—+00 T—r—+00 T—r—+00

lim z=... lim 22 =... lim 2% =...
r—r—00 r—r—00

Tr——00



2 Limite infinie d’une fonction en un réel a

2.1 Limite infinie

Dire qu’une fonction f a pour limite +o00 en a signifie que tout intervalle de la forme | A; +oco[, avec A réel,
[o10) LTS L P

Onnote lim f(z)= +oo0.
Tr—ra
Remarque :
On définit de facon analogue lim f(z) = —oc.
Tr—ra

2.2 Limite a droite ou a gauche

Dire qu’une fonction f a pour limite +o0o en a a droite (resp. a gauche) signifie que tout intervalle de la forme
JA; +oof, avec A réel, CONENT . ... ..uuu ettt

x restant strictement supérieur a a (resp. strictement inférieur a a).

Onnote lim f(z) =400 ou lim f(z)= +oc.
z$7;aa $_)a+

(resp. lim f(z) = +o00 ou lim f(z)= 400).
za:?aa T—ra~

Remarque :
On définit de fagon analogue lim f(z) = —o00 et lim f(z)= —cc.
z—at z—ra~

Graphiquement :

Définition : lorsque f a pour limite +00 (ou —o00)
en a, (ou a droite en ¢ ou a gauche en a),
on dit que la droite d’équation z = a

g
Exemple
1 .1 .1 .
lim — =... lim — =... Iim — =... lim — =...
z——0 I z—0 I z—0 $2 z—0 X
x>0 <0 x>0

3 Limites et opérations

Les principaux résultats sur les calculs de limites ont été vus avec les suites.
On retient qu’on ne peut pas conclure directement dans les cas des formes indéterminées, du type :

Exemple de recherche de limites :

1
On considere la fonction f définie sur R\{2} par f(z) =1+ p—
x —_—



Limite en +o00 : Limite en 2" eten 27 :

3.1 Limite d’une composée

Théoreme

a, b et c désignent trois réels, ou +00 ou —oo.

Siona lim u(z) =bet lim v(x) =c¢ alors lim vou(x) =...
T—ra r—>b T—ra

Exemple : Soit f(z) = (—2z + 1)°.
On peut décomposer f en enchainement de fonctions :

Ona:

4 Limite et comparaisons

On dispose de théoremes analogues a ceux déja vus pour les suites.

PR casoa=+w
f—l Théoreme )

Soient deux fonctions f et g définies sur un intervalle de la forme

|a; +o0] telles que pour tout réel = > a, on ait f(z) < g(z).

Minoration : si lim f(z) = 400, alors lim g(z)=...
T—+00 T

—+00
Majoration : si lim g¢(x) = —oc,alors lim f(z) =...
L T—>+00 T—>+00 )

,—[Théoréme (Théoreme des gendarmes)]

On considere trois fonctions f, g et h définies sur un intervalle de la forme ]a; +oo] telles que pour tout réel
x > a,onait g(x) < f(x) < h(x).

On suppose que lim g(x) = lim h(xz) = ¢, ou £ est un nombre réel.
T—>+00 T—>+00
AN (o) )
; Remarque : on obtient des théorémes analogues en —oo.
6 Exemple :
Asi
i Soit f(x) = S e pour z € ]0; +o00].

Onapourtoutz € R} : —1 <sinz <1

R VI Sl = e D'ou: -4 <4sinx <4
o —4 4
& Comme x > 0, par division, ona: — < f(z) < —
T T
C . —4 . —4
i Or llm —= lim — =0,
-4 r—r+0co I r—+oco I

Donc par le théoreme des gendarmes, ona: lim f(x) = 0.
r—>r+00

|
2]




S Limites de la fonction exponentielle ;/ Coxp
Théoréeme 61
= ... et lim e*=...... ST B
T—>—00 Yy =z
40
3 1
Démonstration exigible 21
On considere la fonction f définie sur [0; +oo] par f(z) = e* — . j
32— 1 2 3 47
1
Théoreme
e(lf xZ
lim —=...... lim —=...... et lim ze® =... lim z"e” =

z—>r+oo I z—>+oo " T—>—00 T—>—00

Démonstration exigible

On considere la fonction g définie sur [0; +oo[ par g(z) = e* — —.



	 Limite d'une fonction à l'infini 
	Limite finie à l'infini 
	Limite infinie à l'infini 

	Limite infinie d'une fonction en un réel a 
	 Limite infinie 
	 Limite à droite ou à gauche 

	Limites et opérations 
	Limite d'une composée 

	Limite et comparaisons 
	Limites de la fonction exponentielle

