Chapitre 2 : Compléments sur les dérivées

1 Composée de deux fonctions
-

Exemple %@

On considere la fonction f définie par f(x) = va — 3.
La fonction f est la composée de deux fonctions u et v telles que :

fixr—sz—3——+Vz—3

Les fonctions w et v sont définies par u(x) = ... ... ... etv(x)=..........
On dit que la fonction f est la composée de u par v et on note :

f(@) = voulz) = v(u(z) = Va — 3

Soit une fonction v définie sur un intervalle I et prenant ses valeurs dans un intervalle J. Soit une fonction v définie sur un
intervalle K tel que J C K. On appelle fonction ............ de u par v la fonction notée v o u définie sur I’intervalle I
par : vou(x) = v(u(x)).

)
Exemple %E

Considérons les fonctions u et v définies par u(x) = 2 + 1 et v(x) = /7.

Onavou(z) = et uov(z) =

2 Dérivée de composée

Propriété

Soit v une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et prenant ses valeurs dans un intervalle J. Soit v
une fonction définie et dérivable sur un intervalle K tel que J C K. La fonction f = v o u est dérivable sur
Iintervalle [ etona: f/(z) =..........coooooiii, ou encore f' =v ou x u'.

e
Exemple % )
Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur R par f(z) = * T

On considere les fonctions u et v définies par : u(z) = 2 + 1 et v(x) = €”.
Alors : f(z) = e” T = v(u(z))
Ona:u'(z) = etv'(z) =
Donc : f(x) = (u(z)) x o (x)

3 Cas particuliers de fonctions composées

Fonction Ensemble de définition | Dérivée
U
Vu u(z) >0 —

u™ avecn € Z* Sin <0,u(x)#0 nuu" !
e R u'e?

Démonstration :

o u(z) =vou(zr)avec v(z) = V.

)
\/u—ﬂc)), = (u(z)) x u'(m) =
)



4 Notion intuitive de limites en un réel A

e On dit que la fonction f admet pour limite . .. ... en Asi f(x) est aussi
grand que I’on veut pourvu que x soit suffisamment proche de A.

e On note :

e Certaines fonctions admettent des limites différentes en un réel A selon
x>Aouzx < A
1 . “
Considérons la fonction inverse définie sur R* par f(z) = —. ‘ \
T \
Quand x tend vers O : .
e Siz <0, alors f(z) tend vers —oo etonnote : lim f(z) = —o0
z—0~ , —
e Siz > 0, alors f(x) tend vers +oo etonnote : lim f(x) = 400 \\\‘\ ,
z—0t \
. . oqs o el \
S Notion intuitive de continuité
,,.,L‘\ 3 Une fonction f est continue en un point
/ o /| asi on peut atteindre f(a) par la gauche cinition
;’/ ~ . | et par la droite en suivant la courbe et « Soit f une fonction définie sur un intervalle I et @ un réel de 1.
/ sans lever son crayon ». C’est le cas pour «On dit que f est continue en a si
‘f la fonCtion Ci_Contre. ----------------------------------
B, En h 1 . . . .
A ; r/evanc ¢, dans ce cas, la courbe de? e On dit que f est continue sur I si elle est continue en
/ %/ | f présente une « coupure » en x=a qui .
o DR tout point de L.
— /. ~/ _ | oblige a « lever le crayon » pour parcou-
/ rir la courbe. On dit alors que la fonction
f est discontinue au point a. D’oli : f est continue en a, si: lim f(x) = f(a) = lim f(z)

T—a~ z—at
Exemples :

FIGURE 1 — La fonction carré, la fonction inverse et une fonction f

La fonction carré est continue sur R, la fonction inverse est continue sur | — oo; 0[ et sur ]0; +o0o[ mais n’est pas continue
sur R. f est définie mais pas continue sur [—3;2]; il y a une rupture en z = 1.

Théoreme
Une fonction dérivable sur un intervalle 7 est .................. sur I. ]

Attention : ne pas confondre " continuité " et " dérivabilité " :
e Une fonction f est continue en a si sa courbe C'y ne présente pasde ...............oiiiiiiiiiiiiiiiin. ...
e Une fonction f est dérivable en a si sa courbe C'y admet une tangente ...,

Remarque : La réciproque de ce théoreme est ............: la fonction valeur absolue, par exemple,
n’est pas dérivable en 0 mais est continue en 0.

Conséquences :
e Lesfonctions " usuelles " (affines, carré, cube, racine carrée, inverse, valeur absolue) sont continues Sur.....................
e Les fonctions construites a partir de ces fonctions par somme, produit ou composition sont continues sSur....................
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